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Capitolul | 


Suprafeţe poligonale. Arii 


Noţiunea de arie a unei figuri plane, ca şi aceea de lungime a unui 
segment, își are originea în necesitatea practică de a compara mulţimi plane. 
Noţiunea de lungime a permis compararea segmentelor în sensul de a decide 

dacă un segment este „mai mare“ decit alt segment. Aria va permite compa- 
rarea (măsurarea) unor alte tipuri de mulţimi plane, numite uneori şi supra- 
feţe, în același sens, adică de a decide că o suprafaţă plană este „mai mare“ 
decit alta. Pentru definirea ariei, la început ne vor fi necesare cunoștințe 
de geometrie referitoare la poligoanele convexe şi interioarele acestora. Întru- 
cit o prezentare riguroasă a tuturor noţiunilor şi proprietăţilor care apar 
în acest capitol este laborioasă și dificil de făcut cu cunoștințele pe care le 
avem din clasa a IX-a, o parte a acestor proprietăţi va fi acceptată fără 
demonstraţii sau cu demonstraţii facultative. 


$ 1. Suprafeţe poligonale 


În cazul unui poligon convex, reamintim că interiorul acestuia (manual 

ol. a IX-a, cap. 1, $6) este intersecţia semiplanelor deschise limitate de supor- 
turile laturilor poligonului şi care conţin virfurile nesituate pe laturile respective 
(tip. 1.1). Pentru poligonul convex L = PaPa...P, situat în planul (P, inte- 
iorul poligonului se notează prin Int P,P3...P, = Int L. Mulțimea LU Int L 
e numește suprafață poligonală conveză şi se notează [1] = LU Int L. 
oligonul L se numeşte frontiera suprafeţei poligonale [L]- 

Suprafeţele poligonale convexe 
jermit. definirea unei noţiuni mai ge- 
ierale: 

Delinitie. Se numeşte supra- 
ă poligonală o mulţime de puncte 
plan, care este reuniunea unui 
măr finit de suprafeţe poligonale 
'vexe, acestea avind două cite două 
erioarele disjuncte (fig. 1.2). Fig. 


Fig. 12. 


Dacă S este o suprafaţă poligonală şi [Zi], (La), ---, [LA] sin suprafeţele 
poligonale convexe respective, adică 

S = (ZA]UILa]U UI] şi Int Z, N Int L,= o pentru i șj, 
atunci vom spune că mulțimea ([Z4), [La], --:, [ZA]) constituie o descompunere 
a suprafeţei poligonale S (fig. 1.2). 

Pentru suprafeţele poligonale convexe s-a definit frontiera şi interiorul. 
Vom defini aceste noţiuni și pentru celelalte suprafeţe poligonale. Un punct P 
al unei suprafeţe poligonale S se numește punct interior al lui S, dacă există 
un disc cu centrul P, inclus în S. Punotele lui S$ care nu sint puncte interioare 
ale lui S formează frontiera lui S. Asttel, suprafeţele poligonale din figura 1.2 
au următoarele frontiere: a) poligonul A As4s4s4gA4s; b) poligonul A Aa... Ax; 
c) poligoanele A143434s454a şi B+B+B3B+BsBs; d) poligoanele ABC şi 
MN PQ; e) poligoanele 4142430, B.B+B30, CiC3030, DiD3D:0. 

Dacă frontiera suprafeţei poligonale este un poligon, atunci suprafaţa va 
fi numită după numele poligonului; astfel se va spune: suprafaţă patrulateră, 
pentagonală ste. în loc de suprafaţă poligonală cu frontiera patrulater, penta- 
gon ete. 

Din definiţie rezultă că orice suprafaţă poligonală se descompune în 
suprafeţe poligonale convexe. În continuare vom arăta că orice suprafață 
poligonală convexă se descompune în suprafeţe triunghiulare. 


Tooremă. O suprafaţă poligonală convexă cu n laturi (n >3) se 
deseoinpune în n— 2 suprafeţe triunghiulare. 
Demonstraţie. Se va arăta întti că o suprafaţă poligonală convexă cu n laturi se 


descompune într-o suprafaţă triunghiulară şi o suprafaţă poligonală convexă cu n — 1 
laturi. Se consideră poligonul convex L = P,P, ... Pa şi dreapta PP, (fig. 1.3). O dreaptă 


4 


= 


Fig. 14. 


care nu este suportul unei laturi a lui L are cel mult două puncte comune cu L, prin 
urmare dreapta P,P, intersectează poligonul L numai în P, şi Pa. Rezultă că punctele 
Pa Po :::» Pn sint de aceeași parte a lui P, Ps, ceea ce înseamnă că P,PsPa ... Pa este un 
| poligon convex. Deoarece P, se află în interiorul unghiului PPP rezultă că P, şi 
Pm se află de o parte și de alta a dreptei P,P,. Deci punctele Pa şi Pa, Pay --:+ Pn se 
|in semiplane opuse faţă de P+Pa, adică interiorul triunghiului PP,Ps și nteriorul poli- 
gonului P,PaPu... Pn se află în semiplane opuse, avind astfel intersecţia vidă. Pe de 
| altă parte este evident că [£]= (P,PsPA]ULP,PaPa --- Pa]: 


| Aplicind succesiv acest rezultat suprafeţelor poligonale [P+PaP4...Pn], (Ps PaPs..-Pn] 
| ete., care au fiecare cite o latură mai puţin decit precedenta, se obţine teorema. 


Din demonstraţie rezultă că suprafaţa poligonală convexă [L]= 
= (Ps Pa. P,] se descompune în suprafeţele triunghiulare [74], [Ta], ---s [7-a] 
(fig. 1.4) unde se notează cu 7, triunghiurile PPP i = 2, 3 n—l. 
Este evident că pentru o suprafaţă poligonală convexă există mai multe 
- descompuneri în suprafeţe triunghiulare. 

Consecinţd. Orice suprafață poligonală ponte [i descompusă în triun- 


Îghiuri (fig. 1.5). 


A S 


Fig. 1.5. 


UI 

1. Să se arate că suma măsurilor unghiurilor unui poligon convex cu n virfuri este 
= (n —2)- 180. 

2. Cite laturi are un poligon regulat, dacă măsura unui unghi al său este 135%? | 


8. Dacă L=— P,Pa.-- Pa este un po- 
ligon convex şi P; un punct pe semidreapta 


opusă lui (P:Pioa, atunci PPP se nu- 
meşte unghi ezterior al lui L (fig. 1.6). Să 
se arate că suma măsurilor unghiurilor ex- 
terioare ale unui poligon convex este egală 
cu 360. Fă 

4, Măsura unui unghi al unui poligon 
regulat este de 4 ori mai mare decit măsura 
unui unghi exterior. Cite laturi are poli- 
Pie. La. gonul? 


5. Cite laturi are un poligon convex, dacă toate unghiurile sale exterioare sint 
obtuze? Ș 

6.* Să se arate că într-un patrulater convex, bisectoarele a două unghiuri consecutive 
formează un unghi a cărui măsură este egală cu semisuma măsurilor celorlalte două 
unghiuri. 


$ 2. Mulţimi congruente şi mulţimi asemenea 


Vom extinde în acest paragraf, 
noţiunile de congruenţă şi asemănare, 
care în clasa a IX-a au fost definite 
numai pentru mulțimi particulare de 
puncte (segmente, unghiuri, triun- 

Fig. 1.7. ghiuri). 

Să ne imaginăm o placă situată pe o suprafaţă plană, care alunecă pe 
aceasta şi să notăm prin M şi M' mulțimile de puncte ale suprafeţei plane 
situate sub placă pentru două poziţii oarecare ale ei (fig. 1.7). Observăm că 
prin acest procedeu se poate stabili o corespondenţă biunivocă între mulțimile 
M şi M' prin intermediul punctelor plăcii. În timpul acestei „alunecări“, 
placa am considerat-o rigidă, adică distanța dintre două puncte fixe A şi B 
ale ei este constantă, deci şi distanţele dintre imaginile acestor puncte situate 
în mulțimile M și M' sint egale. Această proprietate este cuprinsă şi în aplica- 
ţia următoare: 


Aplicaţie. Să se arate că dacă [AB] [A'B'] atunci există o funcţie 
bijectivă f : LAB] — [A'B'] asttel că oricare ar fi două puncte P, QE[AB], 
PQ = [(P)f(Q) şi reciproc. 


* Problema notată cu steluţă se adresează cercurilor de elevi. 
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Fig. 1.8. 


Rezolvare. 1) Se presupune că [AB] m[A'B"] şi fiecărui punct Pe[AB] i se 
asociază punctul P' [4/87] pentru care AP = A'P'. Din teorema de construcţie 
a unui segment (manual cl. a IX-a) rezultă că funcţia f:[AB]-LA'B'] definită prin 
Ț(P) = P* este o bijecţie între [AB] şi [A'B]. Trebuie arătat că /(P)f(Q) = PQ pentru 
orice P, Q e [AB]. Putem admite că P e [AQ]. Atunci avem 


PQ = AQ — AP = A'Q' — A'P' = P'Q' = f(P)/(Q). 


2) Să demonstrăm că, reciproc, dacă funcţia bijectivă f:[ABJ—([A'B'] are 
proprietatea că /(P)/(Q) = PQ pentru orice P, Qe[AB), atunci AB = AP. De- 
oarece funcţia f este surjectivă, există punctele C, DeLAB) astfel ca f(0) = A' 
f(D) = B' şi contorm ipotezei A"B' = CD. Pentru a arăta că C = A sau C = 
supunem contrariul; atunci pe de o parte AB > CD = A'B' şi pe de altă parte AB = 
= HA(B) AB" (căci segmentul (/(4)7(B)) este inclus în (4'8")). Am obţinut o 
contradicţie, deci C = A sau C = B. În mod analog, dacă C — A se arată că D= B, 
iar dacă C = B atunci D = A. Deci f(4) = A” şi [(B) = B' sau f(B) = 4" şif(4)=B' 
(tig. 1.8). Dar atunci A'B' = A(A)/(B) = AB, prin urmare (AB) m (4'B). 


Dotiniţie. Mulţimile M și M' se numesc congruente și se notează 
M == M' dacă există o funcţie bijectivă f: M —+ M' astfel ca pentru oricare 
două puncte P, Q EM, PO =/(P)f(Q). Funoţia f cu această proprietate 
se numeşte izometrie. & 

Mai scurt, se poate spune că două mulțimi sint congruente dacă există o 
corespondență biunivocă între ele care păstrează distanţele. 

Următoarea proprietate, evidentă intuitiv, se admite fără demonstraţie: 
„dacă două suprafeţe poligonale sint congruente şi una din ele este descompusă 
în sup-afețele triunghiulare [71], [Za], --- [7], atunci şi cealaltă admite o 
descompunere în același număr de suprafeţe triunghiulare [71], [74], ---. [7] 
astfel ca [7] (77, i=1, 2, n. 

În continuare se va extinde noţiunea de asemănare a două mulțimi, 
care a fost definită în clasa a IX-a pentru poligoane convexe. În mod intuitiv, 
aceasta se poate face prin observarea a două hărţi ale aceleiași regiuni, exe- 
cutate la scări diferite. Dacă se compară distanţele dintre oricare două puncte 
ale uneia dintre hărți cu distanţele dintre punctele corespunzătoare ale celei- 
lalte se constată că raportul acestora este constant. Această observaţie este 
exprimată și în următoarea: 


Proprictate. Dacă AABC— AA'B'C", atunci există un număr 
k >0 şi o funaţie bijoativă f: ABC — A'B'C", astfel încit oricare ar fi două 
punote P, Q € ABC, PQ= k&-/(P)f(Q) şi reciproc. 

Demonstrația se last ca exerciţiu facultativ. 

În baza proprietăţii de mai sus, se justifică definiţia ce urmează. 


Dotiniţie. Mulţimile M şi M! se numesc asemenea și se notează M-M' 
dacă există un număr k >0 şi o funcţie bijectivă f : M —+ M' astfel ca pentru 
oricare două puncte P, QEM, PO=k:f(P)f(Q). Funcţia f cu această 
proprietate se numeşte asemănare, iar numărul k se numește raport de ase- 
mănare (fig. 1.9). 

Ca şi în cazul mulțimilor congruente, se va admite următoarea proprie- 
tate: „dacă două suprafeţe poligonale sint asemenea, k fiind raportul Je 
asemănare și una din ele se descompune în suprafeţele triunghiulare [7,], 
[Ta], ---» L7„] atunci şi cealaltă admite o descompunere în același număr de 
suprafeţe triunghiulare [74], [74], ..-. LT) asttel ca [7] [73], i = 1, 2, cn 
raportul de asemănare fiind tot k (fig. 1.10). 


Exerciţii 
2 


“UV 


1. Să se arate că oricare două 
semidrepte sint mulţimi congruente. 
Aceeaşi proprietate pentru drepte. 


3. Să se arate că raportul 
perimetrelor. a două poligoane 
asemenea este egal cu raportul 

Fig. 1.10. lor de asemănare. 


(Titi! 


$ 3. Aria suprafețelor poligonale 
' 

Deoarece, după cum s-a arătat la inceputul acestui capitol, aflarea ariei 
unei mulţimi de puncte este o operaţie de măsurare, este necesară introdu- 
cerea unei unităţi de măsură. 

O suprafaţă pătrată de latură 1 se va numi unitate de suprafață. 


Se poate măsura în mod direct o Fig. 111 


suprafaţă poligonală £, dacă £ se des- Z 
compune într-un număr finit de unităţi Z/ 
de suprafaţă (fig. 1.11). Pentru alte ZA 
mulţimi, procedeul direct de măsurare LI 8 


nu se poate aplica. Deoarece orice 
suprafaţă poligonală se descompune în suprafeţe triunghiulare, rezultă că 
este esenţial să se poată calcula aria unei suprafeţe triunghiulare. Înainte 
însă, este necesară definirea ariei. Pentru mulțimea £ a suprafețelor poligo- 
male, aria se defineşte prin următoarea teoremă care se va admite fără demon- 


straţie: 
Moorema 1. (Teorema de existență a funcţiei arie.) 
Î Bistă o funeţie o,:4 —R, care are următoarele proprietăţi: 
1) decă triunghiurile 7, şi 7, sînț congruente atunei a[7,] = a( Ta], 
2) dacă S, și Ss sînt suprafeţe poligonale cu interioarele disjuncte atunci 
ÎN a(SU Sa) = (Si) + a(55), 
3) dacă 1 este o unitate de suprafață atunei 1 


Prin definiţie, funcţia cu proprietăţile (1) — (3) si se numește funcție arie, 
iar numărul o($), aria suprafeței poligonale SS. Deoarece două suprafeţe poli- 
gonale congruente se descompun în suprafeţe triunghiulare congruente două 
cite două, din proprietăţile (1) şi (2) rezultă că duuă suprafețe poligonale con- 

- gruente au arii egale. În condiţia (3) intervine U, o suprafaţă pătrată de latura 1. 
Ea este fixată, deoarece în tratarea noastră, funcţia-distanță este aleasă în 
mod unic (prin fixarea de la început a distanţei 1, a „etalonului“). În practică 
însă, e necesar să se înlocuiască U cu diferite „unităţi de suprafaţă“: 1 om?, 
1 dm?, 4:m?, 4 dam? ete. Atunci se obțin diferite funcii-arie şi în acest caz se 
indică funaţia respectivă printr-un indice, de exemplu: Gcms, iar în loc de 
dem(5) = 5,7 se scrie a(S) = 5,7 cm? (in acord cu notația AB = 5 cm care 
exprimă că A Bem = 5). 

În continuare vom arăta cum se calculează valorile funcţiei pentru unele 
suprafeţe poligonale dintre care un rol deosebit îl are aria suprafeţei triun- 

_ghiulare. Pentru simplificarea exprimării voi spune: „aria triunghiului, 

- pătratului etc.“, în loc de „aria suprafeţei triunghiulare, pătrate etc.“ iar 
pentru simplificarea notaţiei, dacă [L] este o snprafaţă poligonală în loc de 
„o([L]“ se va scrie „o[L]“, de exemplu o[ABC] reprezintă aria suprafeţei 
triunghiulare [ABC]. 

Meorema 2. Dacă 1ABCD este pătrat i IAB atunci 

BlABCD] =! 

Demonstraţie. Se va tace în trei etape: 
a) Dacă 1 = =, n & N*, atunci c[ABCD] = A. Pe semidreptele (AB 


şi (AD (fig. 1.12) se iau punctele B şi D' astfel Pia it 0 AD A şi 
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Pe D' Fig. 1.12. se construieşte pătratul AB'C'D' pen- 
tru care a[AB'C'D']= 1. Se împart 
segmentele [AB] şi [AD'] în n seg- 


Că c mente congruente şi prin punctele de 
diviziune se duc paralele la AD res- 
— pectiv AB, formindu-se astfel n? pă- 
trate congruente. Deoarece oricare 
e! Gt două dintre aceste pătrate au inte- 
rioarele disjuncte, din proprietatea (2) rezultă că s[AB'C'D'] = n2: [A BCD] 


sau o[ABCDJ= A 
Ec] 


ma 


b) Dacă =, m, n EN*, atunci o(ABCD]= 
ni 


mentele [AB] şi [AD] (fig. 1.13) în m segmente congruente și ducindu-se 
paralele cu laturile pătratului, prin punctele de diviziune, se obţin m? pătrate 


„ Se împart seg- 


congruente cu latura de lungime -L. Din proprietăţile (1) şi (2) şi cazul a) 
m 
? A A 


rezultă că o[ABCD]= m 


c) Dacă Le R3 — Q% atunci o[ABCD) = E. Se raţionează prin reducere la absurd. 
Să presupunem, deci, că o[ABCD] = a şi a < E. Atunci » a = 1 şi există un numâr raţio- 
nal 6 asttel incit Va < B < 2. Vom construi pătratul AB'C'D' cu AB' =, B'e(AB), 
D' e (AD) (fig. 1.14). Avem o[AB'C'D'] = B%. Deoarece [A BCD] este reuniunea suprafe- 
ţelor poligonale [A B'C"D'] şi (B'BCDD'C'], cu interioarele disjuncte, rezultă că o[ABCD) = 
= AAB'C'D'] + A(B'BCDD'C] > AAB'C'D'] sau a > 8%, adică Va > B, ceea ce este 
în contradicţie cu modul de alegere a lui f. Dacă se presupune « > [*, se obţine o contra- 
dicţie în mod analog, de unde rezultă că o(ABCD] = E, 

mooreoema 8. Dacă ABCD coste dreptunghi și AB =a, BC=b, 
atunci o[ABCD] = a-bd. 

Demonstraţie. Se construieşte pătratul AB'C'D' (fig. 1.15) astfel încit 


AB =—a+b, BE(AB), DE(AD), deci a[ABC'D]=(a +) = 
02404 2a:5. Fie (EN=CDN BC şi (P)= BCN D'C; atunci 
Fig. 1.18. Fie. ș 5 Fig. 116. FF a 
A o A p_ o 
Fi] 
8 c 8 c 
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Fig. 1.16. Fig. 1.17. 


DCFD' şi BB'EC sint pătrate, DC=—a, BC=—b, iar dreptunghiul 
CEC'P este congruent cu ABCD şi a[AB'C'D'] = a(DCFD'] + s(BB'EC] + 
+ 2o[4BCD] = a? + d? 4 20(ABCD). Din cele două expresii ale lui 
o[AB'C"D'] rezultă că a[4ABCD]= ab. 

Consecinţă. Dacă ABC. este un triunghi dreptunghic cu unghiul drept 


în A atunci a[ABC]= - AB: AC. 


Demonstraţie. Se consideră punctul D astfel ca ABCD să fie dreptunghi. 
Suprafaţa dreptunghiulară [A BDC] se descompune în două suprafeţe triun- 
ghiulare congruente [ABC] şi [EDC] (fig. 1.16). Deci 


s(ABC] = A a(4BDC]= 2 AB: AC. 


Teorema 4. Aria unul triunghi este i din produsul lungimii unei 
laturi eu înălțimea corespunzătoare. 

Demonstraţie. Se consideră triunghiul ABC în care se presupune că 
unghiurile A şi B sînt ascuţite, deci C”, piciorul înălţimii din C, este pe seg- 
mentul (AB) (fig. 1.17). Atunci: 

o[ABC] = oțACC'] + a[BCC'] = Lac +00: + EI C'B-CO'= 


=A AB-cc. 
2 


Deoarece orice triunghi are două unghiuri ascuţite şi produsele dintre 
lungimea unei laturi cu înălțimea corespunzătoare egale, rezultă teorema. 
Observaţie. Dacă o suprafaţă poligonală S se descompune în suprafeţele poligonale S,, 
Sayu.:Sn, atunci ea se descompune şi în suprafeţele poligonale S, U SU... U Sn-a şi Sn- 

Din. proprietatea (2) a teoremei 1 rezulță că: 
a(S.USU.-U Sa) = a(S,U SU 
Aplicind succesiv această proprietate se obţin; 
a(S U SaU ... U Sna) = a(S,USaU ... U Sa) + a(Snah-.- 

a(S,U a(5.) + rol), ceea ce implică 

als) = als, USsU...U Sn) = a(S.) + (Sa) +... + a(Sn). 


U Sn-) + a(Sn). 
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Deci proprietatea (2) din teorema 1 poate fi genera- 
lizată în acest mod (fig. 1.18). 

Dacă pentru aceeași suprafaţă poligonală S$ 
se mai consideră o descompunere în suprafețele 
poligonale Su Sai o Sp atunci în mod analog 
se obține a($) = a(:54)+ a(S4) +... + a(5,), deci 

a(5) + a(Sa) + ... + a(iSn) = 


Fig. 1-18. > a(Si) + 9053) +... + a(S;), 
Consecințe. 
1. Ducă ABCD este un paralelogram și d(4B, CD) = h atunci 
slABCD] = AB: h (fig. 1.19). 
2. Dacă ABCD este trapez, AB CD şi d(AB, CD) =h, atunoi 


aABCD] = aetep - A (fig. 1.20). 


UV 


3. Dacă P.P4 ... P, este un poligon convex regulat, O fiind centrul 
său şi P1Pa =, d(0, PP) = a, atunci: 


a[P, Pa... Pal=An a-i (fig. 1.21). 


Demonstraţiile rezultatelor de mai sus constituie exerciţii simple, con- 
struoţiile necesare fiind indicate în figurile respective. 
4. Dacă AABC — AA4'BC", k fiind raportul de asemănare, atunoi 


Ca = (tig. 1.22). 


PA 
F! 9. 


ASI) 


Fig. 1.28. 2 FI3 =K2 


ss 


- Demonstraţie. Fie CD_L AB, DE AB, CD'L A'B, D' E A'B'. Avem 
AACD = M'C'D' şi ABCD — AB'C'D” deoarece aceste triunghiuri au 
respectiv cite două unghiuri congruente. Rezultă 


1 
L AB-c. 
op 40 — 48 —p, deci ABC _ 20 a 
CD A AB aLA“B'C] 1 a-co 


Rezultă acum, ținind cont de proprietăţile de descompunere că: 

5. Raportul ariilor a două suprafeţe poligonale asemenea este egal cu 
pătratul raportului de asemănare (fig. 1.23). 

Aplicaţii. Proprietăţile ariei pot fi utile la demonstrarea unor relaţii geo- 
metrice și la rezolvarea unor probleme, chiar dacă aria nu apare în mod expli- 
cit. Vom arăta mai intii două demonstraţii ale teoremei lui Pitagora, bazate 

e arii. 

E 1 se dă triunghiul ABC, dreptunghic în A, BC =a, CA =b, AB= 
=c,b>e Cip. 1.24). Construim pătratele ACDE şi EFGH cu laturile b 
respectiv c, E € (AB, F E (ED), şi punctul K astfel ca DE(FK) şi 
DK =c. Atunci AABC sa ADKC mm AHGB m AFGK şi BCKG este 
un pătrat de latură a. Rezultă: 


B+ ct = oţACDE] + al EFGH] = slACDFGH] = s1CBGFD) + 
+ atABC] + s(HGB] = a(CBGFD] + slDKC] + sl FGK] = a(BCKG]= a2. 


2. Fie [AD] înălţimea triunghiului ABC cu m(Ă) = 90" (fig. 1.25). Deoa- 
rece AABC — ADAC — ADBA, avem conform consecinței 4 
aABC] _ ADAC] _ ADBAJ _ ADAC] + ADBAJ 
a” pe 


a ma 
Kk 


[2 

p 

ZZ 6 e (3 
ZE 

EA La) a [i 
A L-j 8 E c H Fig. 1.24. Fig. 1.25. 
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Fig. 1.29. 


Dar a[ABC]= a[DAC]+ [DBA], deci a2 = b2 + c2. 

3. Se dau: punctele fixe A, B, un semiplan S limitat de AB şi numărul 
k 0. Locul geometric al punctelor M € S, astfel ca a[ ABM] = k, este o dreaptă 
paralelă cu AB (fig. 1.26). 

Într-adevăr, d(M, AB) = ZE este constantă. 


4. Să se construiască un triunghi de aceeaşi arie cu un patrulater dat ABCD. 
Intersectăm în E dreapta AD cu paralela la BD, dusă prin C (fig. 1.27). Con- 
form cu 3, a(BDC]= s[BDE), deci 

s(4BCD] = o(4BD] + alBDC] = a(4BD]+ o(BDE]= s(ABE]. 

5. Se dau: un triunghi ABC şi un punct DE (AB). Să se construiască 
o dreaptă care trece prin D şi care imparte suprafața [ABC] în două supra- 
feţe de aceeași arie (fig. 1.28). 

Notăm cu PB” mijlocul lui [AC] şi intersectăm în P dreapta AC cu para- 


lela la DB, dusă prin B. Atunci o(ADP]= ctABB']= SAP]. 


Exerciţii 

1. Paralelogramul ABCD are AB = 6, AC = 7 şi d(D, AC) = 2. Să se afle d(D, AB). 

2. Dintre triunghiurile ABC cu BC = a şi CA = d, a şi b fiind numere date, să se 
atle un triunghi de arie maximă. 

8. Se consideră un pătrat ABCD şi punctele E, F, G, H, Z, K, L, M care impart 
fiecare latură în trei segmente congruente (fig. 1.29). Să se arate că PORS este un pătrat 


şi că aria lui este egală cu E at ABCDI 
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4. Diagonalele  trapezului  ABCD 
(AB || DC) se taie în O. a) Să se arate că 
triunghiurile AOD şi BOC au aceeaşi arie. 
p) Paralela prin O la AB taie AD şi BC în 
M şi W. Folosind proprietatea a) să se arate 
că (MO) = (ON). a 

5. E fiind mijlocul laturii neparalele 
[AD] a trapezului ABCD, să se arate că 
[4 BCD] = 20( BCE]. 


6% se dau: un unghi SAE şi un 
punct D în interiorul lui. O dreaptă prin D 
taie laturile unghiului în M şi V. Să se deter- 
mine dreapta MW astfel încit aria triun- 
ghiului AM să fie minimă. 

U 


7*. Să se construiască un punct P în 
interiorul triunghiului ABC, astfel încit tri- 
unghiurile PAB, PBC, PCA să aibă arii 
egale, 

8*. Să se descompună o suprafaţă triunghiulară în trei suprafeţe de aceeași arie, prin 
paralele la o latură a triunghiului. 


9*. Rezolvaţi “problema analoagă pentru un trapez, 

10. Prelungim razele duse la virturile unui triunghi echilateral, inscris într-un cero 
(0, r), pină la intersecţia cu cercul care trece prin virturile unui pătrat circumscris 
cercului €(0, r). Să se arate că punctele astfel obţinute sint virturile unui triunghi deo 
aceeaşi arie cu hexagonul Inscris în E(0, 7). 


11. Să se demonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor. 

Indicaţie. Pe ipotenuza [BC] şi pe cateta [AZ] construim pătratele BCED şi ABFG 
(tig. 1.30). Perpendiculara din A pe BC taie BC în A” şi DE în H. Trebuie să arătăm că 
dA BFG] = (BA'HD] sau dABF] — A(BDH), dABF] = a(CBF). o BDH) = o BDA)] 
şi ACBP m ADBA. 


$ 4, Suprafeţe măsurabile. Aria discului 


Vom asocia acum clte o arie şi unor mulțimi care nu sint suprafeţe 
poligonale. Cu alte cuvinte: vom prelungi funcţia-arie la o mulțime de figuri 
(o figură este o mulţime de puncte din plan), această mulțime conţinind 
mulţi mea suprafeţelor poligonale precum şi alte mulţimi de figuri ca discurile, 
sectoarele şi segmentele de cerc ete. 

Definiţin. O mulțime Al se numeşte suprafață măsurabilă dacă 
există un număr unic o(.//) mai mare sau egal cu aria oricărei suprafeţe 
poligonale incluse în A și mai mic sau egal cu aria oricărei suprafeţe poli- 
gonale care include pe A (fig. 1.31). Numărul o(_4) se numeşte aria lui A. 
Se va nota cu S* mulţimea suprafeţelor măsurabile. 
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Pip. 1.32, 


Fig. 181. 
Pooreoma 1. Un die (2(0, r)] este o suprafață măsurabilă, a cărei 
ario se caleulează astfel 
aQ(0, r)] = mr 
Demonstraţie. Fie AsAa:.. Am un poligon înseris în cercul €(0, r) şi B+Ba... Em un 
poligon circumscris aceluiași cerc (fig. 1.32). Se notează Ii > AiAisa, hi = d (O, AA) 
pentru i e (1,2, «n — 1), în = Anu, hm = A(0, AnAs), si = BiBisa pentru i e (1,2,... 
au m — 1) Şi sm = BmBa Atunci 


= A[OAsAs] + AOAsAs] + ... + AOAnAi) = 37 hae 


of AsAa -- Ani 


n î 
Deoarece hi < n, afAa --: An] < 2 r Pau iar din modul de definire a lungimii cercului 


n 


i < 2rr, deci 


UD) oAsAa -- An] < nt. 
în mod asemănător şi ţinind cont că d(0, BiBiy) = r, rezultă 


1 Li a 
A. EL 37 PLAI 2 
7 dr = a Pa > a 


(2) ABB --. Bu] > nr. 
Numărul zr2 verifică, deci, condiţiile din definiţia unei su- 
prafeţe măsurabile. Vom arăta mai jos că nr? este singurul 
număr care verifică aceste condiţii şi cu aceasta teorema va fi 
demonstrată. 

Vom folosi condiţiile (1) şi (2) numai pentru poligoane 
regulate A,A3... An, B4Ba... Bm şi n = 2m. În acest caz 
avem (fig. 1.33) 

oLAsAa --- Asm] = 2mo(OAsA4s] = molOA4s Aus] = 


oi BuBa.:. Bu] 


deci 


mr. Pmr 


S(BBa -.- Bm] = molOBBa] = m 
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unde pm, Pm sînt perimetrele poligoanelor 4143... Asm-a; B+Ba ... Pm. Prin urmare, din 
(3) Bu e a ET Ne a 
2 2 
trebuie să deducem că z = pr. 
Din (3) rezultă 


(4) pm < 22 < Pm, meN*. 


Ştim din definiţia lungimii 7 a cercului că 1 este singurul număr mai mare decit perimetrul 
oricărui poligon înscris în cerc şi mai mic decit perimetrul oricărui poligon circumscris 
cercului. Această caracterizare a lui rămîne valabilă dacă înlocuim poligoanele de mai sus 
cu poligoane regulate oarecare, înscrise în cerc respectiv circumscrise cercului, deci din (4) 
rezultă că 
22 
7 


tt PARC IPEE 1.3, 
2 


= art şi teorema 1 este demonstrată. 
Dotiniţin, Se numește sector de cerc determinat de arcul AB al cer- 
cului Q(0, r) reuniunea segmentelor [OM], unde M e ÂB. 


Pe figura 1.34, punctele A, B € (0, r) determinind arcul mic AB şi 
arcul mare AB, vor determina două sectoare de cerc, corespunzătoare celor 
două arce. 


Pooroma 2. Sectorul de cere determinat de arcul AZ al corcului 
(0, r) este o suprafață măsurabilă și aria lui este egală cu 


riza = 2 mÂB) = 2 - MÂB) 

Demonstrația acestei teoreme este analoagă demonstraţiei teoremei 1. 

Numărul o(_//) asociat unei suprafețe măsurabile permite definirea unei 
tunoții o : 3* = R,, care verifică proprietăţile (1)—(3) ale teoremei 1, $ 3, 
ou specificarea că noţiunile de interior, frontieră ale elementelor lui _// se 
definesc in mod analog. 

Aplicaţie. Calculul ariei unui segment de cerc 
(intersecţia unui disc [8(0, r)] cu un semiplan 
închis limitat de o secantă a lui Q(0, 7)) (fig. 1.35). 

Faptul că segmentul de cerc este o suprafaţă 
măsurabilă se demonstrează ca şi în cazul discului. 
Notăm cu o,, a; ariile segmentelor de cerc determi- 
nate de arcul mic AB respectiv arcul mare AB 
(fig. 1.35) şi fie « = u(40B). Contorm teoremei 3 
a(sector mic AB) = a, + a[40B]. Fig. 1.34. 
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— Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


inind cont de 
a(sector mio AB) => a. sAOB] = 


E. a 
2r sin £--r cos E 
EI 2 re sin a 


(5) a, = (a — îin a) 


Fig. 1.85. 


şi în mod analog 


4 


=3 (2 — a + sin a). 
Notind & = 2m — a, formula lui a, ia forma (5): 
a, = = (e — sin %). 


Observaţie. Se va admite că punctele şi segmentele sint mulţimi măsurabile şi au 
aria nulă. 


Exerciţii 


1. Construiţi un cerc concentric cu cercul dat €(0, 7), astfel încît să împartă discul 
LE(O, r)] în două părţi de arii egale. 

2. Suprafeţele hașurate pe figura 1.36 (lunulele lui Hipocrat) sint determinate de 
semicercurile descrise pe laturile triunghiului dreptunghic ABC. Arătaţi că suma ariilor 
lor este egală cu aria triunghiului ABC. 

8. Din punctul C, situat pe semicercul de diametru LAB), se coboară perpendiculară 
cp, De AB (tig. 1.37). Aria suprafeţei haşurate, limitată de semicercuri (secera lui Arhi- 
mede), este egală cu aria discului de diametru [CD]: 

4. Se consideră un triunghi echilateral ABC cu AB = 2a (fig. 1.38). Aria supra- 
teyei haşurate, determinată de cercurile C(A, a), E(B, a), E(C, a) şi E(A, 3a), este opală 
cu aria şectorului de cerc, determinat de arcul mic SF al cercului E(C, a). 

5. Să se arate că aria „coroanei circulare“ cuprinse între cercurile E(0, ra) şi €(0, ra) 
(ru < 7) este egală cu aria unui disc care are ca diametru o coardă a cercului €(0, re), tan- 
gentă cercului €(0, ri). 

6. Fio (04), [OB] două raze perpendiculare ale unui cerc de centru O. Pe arcul mie 
28 se inu punctele C şi D astfel încit AC = 5D și fie E, F proiecţiile lui C, D pe OB. Să 


Fig. 1.97. Fig. 1.38. 
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se arate că arin suprafeţei mărginite de segmentele [DF), LFE], LEC] şi de arcul ED este 
egală cu aria sectorului determinat de arcul CD al cercului (0, OA). 
Exerciţii recapitulative 


1. Aria pătratului construit pe tangenta comună a cercurilor, care au ca diametre 
catetele unui triunghi, este egală cu aria triunghiului. 


2. Să se afle. aria octogonului regulat înscris într-un cerc de rază r. 


8. Să se arate, folosind arii, că suma distanțelor unui punct variabil, situat în inte- 
riorul triunghiului echiltateral ABC, la laturile lui este constantă. 


4*. Se consideră un triunghi dat ABC şi un punct variabil M e (BC). Să se arate că 
între distanţele z = d(M, AB) şi y — d(M, AC) există o relaţie de forma kz + ly =1, 
unde k şi 1 sint constante. 

5. Fie M şi mijloacele laturilor [BC] și LAD) ale patrulaterului convex ABOD şi 
4P) = AMN BN, (Q) = CNN MD. Să se arate că aria patrulaterului MON este egală 
cu suma ariilor triunghiurilor ABP şi CDQ. 


6. Într-un pătrat de latură 1 se uneşte mijlocul fiecărei laturi cu extremităţile laturii 
opuse. Să se afle aria octogonului interior convex care se formează în acest fel. 


7. Diagonala [BD] a paralelogramului ABCD se împarte prin punctele M, N în 
trei segmente congruente. Să se arate că AMON este un paralelogram şi să se calculeze 
raportul dintre o[4MCN] şi d ABCD]. 

8. Se dau punctele A, B, C, D astfel încit AB N CD — (P). Să se afle locul geometric 
al punctelor M asttel ca o[ APM] — a(CDM]. 

Indicaţie. Problema revine la determinarea locului geometric al punctelor M pentru 


care raportul distanțelor lui M ln dreptele AB și CD este o constantă dată. Locul 
cerut se compune din două drepte care trec prin punctul P, din care se scoate punctul P. 


9. Problema analoagă cu problema 8 în cazul AB | CD. 


Capitolul în 


Aplicațiile trigonometriei în geometrie 


Geometria este una dintre disciplinele matematice în care trigonometria 
işi găsește aplicaţii imediate, dat fiind că între aceste discipline există o imple- 
tire strinsă (geometria a fost utilizată într-o măsură considerabilă în elabo- 
rarea trigonometriei). 

Dacă ABC este un triunghi, numerele a = BC, b= AC, c=AB, 
Au), B=uw(d), C=u(0) se numesc elementele triunghiului ABC. 
Dacă a, b, c, A, B, C sint elementele triunghiului ABC, aceste numere sint 
elementele oricărui triunghi congruent cu ABC. Triunghiurile congruente, 
avind aceleaşi elemente, le considerăm egale sub aspect metric. 

Problema principală a capitolului de faţă constă în rezolvarea metrică a 
triunghiului adică în determinarea tuturor elementelor sale, cind se cunosc 
trei din ele. De menţionat este faptul că, deoarece în orice triunghi ABC, 
A+ B+C =, printre cele trei elemente cunoscute figurează neapărat 
lungimea, unei laturi. : 


$ 1. Coordonate polare în plan 


În sistemul de coordonate din plan de reper (0, 4, B),.fie punctul 
P(z, y) diterit de originea O(0, 0) a axelor de coordonate. Dacă notăm cu r 


distanța OP, atunci r = V/ z2+ g2. Deoarece P zi 0, rezultă r +0. 
Punctul M (=. 2) este situat pe cercul unitate C=8(0, 1). Într-adevăr 
pr 


SS Canire fapt ae Pi : 
„OM (5) + (2) "i 1, adică OM =1. 
Rezultă că M este punctul de intersecţie al semidreptei (OP cu cercul 
unitate C. 


Deoarece M € C, există numărul unic t € [0, 22), astfel incit 


= cost, = sint. 
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Aceste egalităţi se pot sorie sub forma 


z =r cost, 

(4 y =—r sint. 

Dacă P = 0, adică z —0, y =0, atunci r =O0OP =—0 şi formulele (1) 
sint valabile, oricare ar fi £ € [0, 27). 

Se observă că atit numerele (z, 7) cît şi numerele (r, £) determină poziţia 
punctului P în: plan. i 

Numerele (r, t) ce intră în formulele (1) se numesc coordonatele polare ale 
punctului P; r se numeşte raza polară a lui P, iar t se numeşte argumentul 
polar al lui P. 

Dacă se cunosc numerele z, y, nu ambele nule, coordonatele carteziene 
ale punctului P, raza polară r a lui P se determină din r = V/z2$g2, iar 
argumentul polar t se determină din una din egalităţile (1), ţinindu-se seama 
de cadranul în care se află punctul P. Dacă z 3 0, putem folosi și formula 


=Y 
(2) Veti e 


deci în acest caz 


(25 t = arctg Y + kr, 
z 


unde k = 0 dacă P(z, y) se află în cadranul [, k = 1 dacă P este în ca- 
dranul II sau III și k = 2 dacă P se găseşte în cadranul IV ( deoarece 


arctg E [= (-2. 3). 
Dacă z =0, y =0, avemr =0 şi argumentul polar este nedeterminat. 
Ezemple. Să se determine coordonatele polare ale punctelor: 
a) P(5, 0); b) Q00, —8); c) R4,3); d) S(V/3, —). 
Soluţie. a) r = V 52 + 02 =5. Punctul P fiind situat pe semiaxa absci- 


“selor pozitive, rezultă £ = 0. Aşadar coordonatele polare ale lui P sint (5; 0). 


b) Punctul Q(0, —8) fiind pe semiaxa ordonatelor negative, rezultă 
37 
„A 


= şir=8. 
0) Avem r=5 şi tert = =. Deoarece R(4, 3) este situat în cadranul I, 
rezultă 1 = arctg ? 22 0,645. 


d) În acest caz 


=2 şi tpr= VE . Punctul S fiind situat în 
cadranul IV, rezultă t = — i +2x = Ea = 
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R(&.3) 


Fi. Il. 


In figura II.1 sint reprezentate 
cazurile c) şi d). Pe cercul unitate a 
fost marcat punctat arcul care are 
lungimea t (în cazul c)). 

De reţinut este faptul vă atunci 
cînd punctul P(z, y) are ordonata 

pe strict pozitivă, adică y >0 numărul / 
A reprezintă măsura în radiani a unghiu- 


lui 40F (figura 11.2). 


Pig. N. 
Exereiţii 
1. Să se determine coordonatele polare ale punctelor: a) M(6, —8), b) N(—3, —4), 
o) P(0, —5), d) Q(1, 73), e) R(—2, 1, 0) S(—3,0). 
9. Să se determine coordonatele carteziene ale punctelor de coordonate polare: 
s) (2 E „») (5 2n — arcsin E): e) (7 ss), 4) (5, 7). 


8. Să se determine coordonatele polare ale punctelor situate pe dreapta de ecuaţie 
3 — dy = 0, care au distanţa la originea axelor de coordonate egală cu 2. 


$ 2. Teotema sinusurilor și teorema cosinusului 


Vom stabili în continuare două relaţii fundamentale între elementele 
unui triunghi, care vor permite rezolvarea metrică a triunghiului. 

Pentru simplificarea limbajului facem următoarele convenţii: numerele 
a,b, cle vom numi laturi, iar numerele A, B, C unghiuri ale triunghiului ABC. 

me 
avem: 


% 3 


roma 1 (Toorema sinusurilor.) În orice triunghi ABC 
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Demonstraţie. In planul triunghiu- 
lui ABC (figura, 11.3), alegem un sis- 
tem de axe de coordonate cu originea 
în punctul A, dreapta AB, axa abscise- 
lor şi dreapta perpendiculară în A pe 
„AB, axa ordonatelor. Sistemul a fost 
ales în aşa fel încit abscisa lui B și ordo- 
nata lui C să fie numere strict pozitive. 

Dreapta paralelă prin A la BC se Fie. 1.8. 

„ interseotează cu paralela prin C la AB, 
Poni 
în punotul D. Înseamnă că AD = BC = a, iar unghiurile SAD şi 48% 
Î fiind suplimentare, rezultă u(BAb) = — B. E 
Utilizind formulele (1), $1 ordonata punctului C este ye — d sin A, iar 
ordonata punctului D este yp =a sin (r — B) = a sin B. Punctele C şi D 
fiind pe aceeași paralelă la axa absciselor, au ordonatele egale. Din yc = Yp 


rezultă b sin A = a sin B sau 
a 
sin A sin pg 

In mod analog avem a sin C = c sin A de unde rezultă imediat egalită- 
ţile (2). 

+ Teorema 2. Dacă numerele strict pozitive a,, b,, cs, Au Bu, Cu, veri 
fică relațiile 

(3) sin 4, sin, sin, 

A+ B+C. Ei 
atunei există un triunghi ABC ale cărui clemonte sînt respectiv cele şase 
numere date. 

Demonstraţie. Deoarece din a doua relaţie (3) rezultă B+ C,<x, 
putem construi un triunghi ABC, asttel ca BC = ax, u(5) = Bu, u(0) = Gu. 
Atunci u(Â) = — Bi — Cu = Au şi din teorema sinusurilor deducem: 

a CA___A8 
sin 4, sing, sin Cc." 
Comparind cu prima relaţie (3), rezultă CA =, AB =. 
Aplicaţii. 1. Să se arate că triunghiul în care 
sin: B + sin? C = sin?A 


ste dreptunghic. 
Soluţie. Aplicind teorema sinusurilor, din 


rezultă: sin B = =, sin C= = „ sin A = *. Inlocuind în relaţia din enunţ, 
m 


ale 


se obţine 
pacat 
şi conform reciprocei teoremei lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic. 
2. Să se demonatreze că triunghiul ABC în care 
a = 2 sin, 4€[3, 7), 
este isoscel, 
Soluţie. Conform teoremei sinusurilor şi relaţiei date, se obţine sin A = 


= 2sin Bsin £, de unde cos 4. = sin B sau sin B = sin E—4, deci 


B n—A Saul AE: ze EA rerA 
să : EA, 
In primul caz C=r—4— Bon 4 Epir = B și triun- 
ghiul ABC este isoscel. 
Cazul al doilea nu este posibil deoarece A + B = E (m, 2n), 


oricare ar îi A € [3 7). 


mooroma 3. (Teorema cosinusului.) În orice triunghi ABC 
avem: 


(4) | at = pet — 2de cos A | 


Demonstraţie. Se ia un sistem de coordonate cu originea în virtul A al 
triunghiului ABC, axa absciselor dreapta AB și axa ordonatelor dreapta 
perpendiculară în A pe AB (figura 11.4). Sistemul a fost ales nstfel ca abscisa 
lui B şi ordonata lui C' să fie numere pozitive. Punctul B are coordonatele 
(e, 0), iar punctul C, conform cu (1), $ 1, are coordonatele (b cos A, b sin 4). 

Aplicind formula distanței dintre două puncte rezultă: 

BC2 = (e — d cos A) + (b sin A)? = 82 + c2 — 2be cos A. 
Dar BCî=—a? şi teorema este demon- 
strată. 

Formula (4) rămine adevărată dacă 
schimbăm pe a în b, pe d înc, peciîna, 
pe A în B, pe B în C şi pe C în A, 
adică avem: 

(4) p2 = c2 4 a2 — 2ca cos B, 
Fig. 11.4 (4) 02 = a2+ b2 — 2ab cosC. 
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Relaţia (4') s-a obţinut din (4) prin aşa-numita permutare circulară; tot 
aşa s-a obţinut (4”) din (4'). În general, dacă o relaţie între a, b, c, A, B, C 
este adepărată pentru orice triunghi, atunci sint adepărate şi relaţiile deduse din 
ea prin permutări circulare. 
mMeorema 4. Dacă numerele strict pozitive a,, d, ci şi A E (0, m) 
satisfac relaţia 
E aţ = d + c3 — 2buei 008 Aw 
“ atubei există un triunghi ABC cu 

BC = as CA = bi AB = eu u(ă) = Ai. 
„Demonstraţie. Se poate construi un triunghi ABC, astfel ca CA =b,. 
W(Â) = As. Aplicind teorema cosinusului în acest triunghi, se 


BC? = b2 + c3 — 2buca Cos A 
i oomparind cu (5), rezultă BC = a. 


Aplicaţii. 1. Să se arate că triunghiul ABC este dreptunghic în A dacă 
şi numai dacă 


cos Bcosc=2t€, 
n a 


Soluţie. Dacă A =",cos BrcosC=ybabte, 
2 a a a 
Mai rămine de demonstrat că: 


cos Boom tem 4=f, 
a 2 


Din teorema cosinusului rezultă: 


aai-—-n 
= şi cosC Tab 
Înlocuind în relaţia dată se obţine: 
0 ete DR, at Bo ape 
A 2ac 2ab a 
laţie care caracterizează triunghiul dreptunghic. 
2. Să se arate că, dacă a = 41, b = 28 şi c — 15 triunghiul ABC este 
tuzunghio. h 
Soluție. Numai unghiul opus laturii de lungime mai mare poate fi obtuz. 


cos B= 


sau a2=b+c?, 


in 
+ 


cos A = 


eoarece A € (0,m) şi cos A<0, rezultă A e(e, 7). 
Deci triunghiul este obtuzunghic. 
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Exerciţii 


1. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
a) bcosC +cecosB =a; 

b) b cos B+ ecosC = acos(B — C). 

2. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
pa — că 


a) beosC —ccos B = ; 


a 

b) 2(be cos A + ac cos B + ab cos 0) = a? + bi + c:, 

8. Folosind teorema cosinusului, să se arate că 
ama => 202 + e) — at, 


unde ma este lungimea medianei corespunzătoare laturii de lungime a. 
4. Să se arate că triunghiul ABC în care 


ate B 
= ct ze 


este dreptunghic. 
5. Să se arate că, dacă în triunghiul ABC avem ctg A + ctg B = 2 ctg C, atunci 
a + bi = 2c8, 


$ 3. Rezolvarea triunghiirilor 


In continuare ne ocupăm cu rezolvarea metrică a triunghiului în diferite 
cazuri. 

Cazul L.U.L. Se dau două latuți şi unghiul cuprins între ele, de exemplu 
a BC . 

In acest caz triunghiul poate fi construit, deci existenţa lui este asigurată. 
“Teorema L.U.L. ne arată că, privită metric, problema dată are soluţie unică. 

Elementele necunoscute se determină astfel: din 

c2 = a? + b2 — 2ab cos C 

se determină c, iar A se află din teorema sinusurilor. 

Cazul U.L.U. Se dau o latură şi unghiurile alăturate ei, de exemplu a, B,C. 
In acest caz triunghiul A BC există dacă şi numai dacă B + C < r. Unicitatea 
soluţiei rezultă din teorema U.L.U. 

Numerele b şi e se calculează cu ajutorul teoremei sinusurilor, ştiind că 
A=r—B-—C. 

Cazul L.L.L. Se dau cele trei laturi a, b, c. 

Din geometrie se ştie că triunghiul ABC există dacă și numai dacă 
a<b+e, b<c+a şi c<atbd. 

Numărul A se calculează din 

U) ciao Ar ati pede 

2be 

iar numărul B, în mod analog sau din teorema sinusurilor. 
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Condiţia de existenţă se poate obţine şi cu ajutorul teoremei 4, $ 2. Într-adevăr, 
pentru numerele strict pozitive a, b, e, avem 


biet ai [ jo ea] 

ad —c— a) —c a) < 

— <l A. 

20 [lot Sa ae) Se) sii = 
b+e>a. 


Aşadar există A, verificind formula (1) dacă şi numai dacă a+ d >c,bţe>a, 
e+a>d. 

Cazul L.L.U. Se dau două laturi şi unghiul opus uneia din ele, de exemplu 
ab, 4. 

În acest caz, ginina A seama de teorema 4, $ 2, triunghiul ABC există dacă 
şi numai dacă ecuaţia fi 

[P)) a2 = b* + c2 — 2bo cos A 
cu necunoscuta c are cel puţin o soluţie strict pozitivă. 

Problema are două, una sau nici o soluţie după cum ecuaţia &) admite 
două, una sau nici o rădăcină strict pozitivă. 

Rezolvarea și discuţia cazului se poate face şi pe baza teoremei 2, $ 2. 


Exemple. |. a =V/2,b=2, B=-. 


“ Soluţie. Din b: = a? + c2 — 2ac cosB, rezultă 
c2—2c—2=0. 


Această ecuaţie are unica rădăcină pozitivă c =1 + Vă, deci există o 


singură soluţie. Din cos 4 = Pt 0, rezultă cos A = VE, deci 4 = 


i C=r-—4-B=%E 
Vi 
2.b=V5,c=VW/17,B = arccos “4: 


Soluție. Din teorema oaia rezultă 
—8a +12=0. 
S-a obţinut o ecuaţie cu a a, = 2 şi aa = 6. Cu aceste date există două 
triunghiuri. 


Dacă a, = 2, atunci C, = —arccos 2Cf, A =x—Cu—B. 


Dacă a = 6, atunci Ca = arccos 2/5, A, =x —Ca— B. 
Din tabele sau cu ajutorul calculatorului găsim 
Caz arccos 0,894 220,46 şi Ca = — Ca 344 — 0,46 = 2,68, adică 


m(Ca) = 26080” şi m(Â,) = 163%80. 


27 


Aplicaţii. 1. în cazul L.L.L., determinarea lui A în funcţie de a, d, c se 
poate face şi folosind. una din formulele. 


a Pe sin 4_V/ezte=o 
(3) cos 4-V 5: » sin 3 V 53 . 


unde 2p=at+tb+e 
Într-adevăr din teorema cosinusului rezultă 


pd aa 
CP VE Rr a Ta 
2bc 


Dar cos? 4 By Ara, înlocuind se obţine: 


cost d = 1 [4 | apei) p+eratbre=—a), 
2 2 2be abc 


Din a+be=2p, rezultă a+b-+e —2a = 2p — 2a: Deci 
bea =2(p— a) şi cost 4 = Pe A. Ultima egalitate scrisă este 


echivalentă cu prima egalitate din enunţ, deoarece A E(0, 7) şi cos a >0. 


A doua egalitate din enunț se demonstrează pornind de la sin? a = 


sea. şi făoind calcule similare cu cele de la demonstraţia primei 
opgalităţi. 

Rămine ca exerciţiu să se sorie formulele analoage cu (3) pentru cos ră . 
cos: C., sin £, sin €. 

2 2 2 
__8. în orice triunghi ABC avem: 


n este 4 
(4) pa erat Ra 


1, tiind lungimea biseotoarei unghiului Â. 


soluţie. Fie D punctul de intersecţie al bisectoarei unghiului A cu latura 
[BC] (fig. 11.5). Aplicind teorema bisectoarei se obţine 


A BD 


În triunghiul ABD, contorm teoremei. 
sinusurilor, rezultă: 


D ci siaB A 
Fig. N5. 
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înlocuind pe BD se obţine relaţia de demonstrat. 
În mod analog avem: 


fi: 2ac B [) 2ab [ză 
» ate ste ape Ei 


Exerciţii 
| 1. Să se determine toate elementele triunghiului ABC ştiind că: 


a) a= 14, c= 18, B = arccos -& ; b) b = 15, A = arccos 52, 0 = arccos 2; 
13 65 5 


0) a= 15; b=a,c=13; d)a 


5, c=6, C = arecos <; 


oa =p/â,v=2,4=7 iDa=5, 87, A = arecos 2/19 


=1,d8=2,4=E. 
a) a 24=3 


2. Să se determine elementele necunoscute ale triunghiului ABC fiind date: 
a) 4, Bşip: 

barb=mAşiB; 

c) a Aşib—c=d. 

8. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 

—5 


—— (teorema tangentelor). 
a+b 


Bo 
Epic pe 


4. în triunghiul ABC se dă m(Â) = 60” şi LA repet W'3. Să se calculeze tg Bta, 
e 


şi unghiurile Z şi C. 
5. Într-un patrulater convex ABCD se dau: AD = 7(y/6 — /3). cD=1, 


BO = 15, C = arccos Fi și D= + arocos e. . Se cer celelalte unghiuri ale patru- 
aerului şi AB. 


$ 4. Formule pentru aria triunghiului 


Fie S aria triunghiului ABC. Avem mai întii formulele (Cap. 1, $ 3, 


() 25 aha = ho = che 

“unde ha; hw hg sint înălțimile triunghiului 
În triunghiul ABC (fig. 11.6), fie ha = 

= AD. Din triunghiul dreptunghic ADC 

deducem ha = b sin C, deci 


ab sin C [2] 
&) Sa EET 7 Fig. 1.6. 
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Formula (2) se citeşte astfel: 
Aria unui triunghi este egală cu jumătatea produsului a două laturi 

înmulţit cu sinusul unghiului dintre ele. 
Din (2) rezultă: 


s=2 ce c 


-2 sin C cos € — ab sin € cos € 
2 2 2 2 2 
şi ținind seama de formulele (3) de la $ 3, găsim formula lui Heron: 
(8) s=Vpp=dp-bp-o.- 


Exprimind pe b din teorema sinusurilor şi înlocuind în (2), se găsește: 


a — asin Bsin C 
4) ză 2sina * 
Scrieţi formulele analoage cu (2) şi (4), care se obţin prin permutări cir- 
culare. 
Aplicaţie. Aria suprafeţei poligonale determinată de un poligon regulat 
cu n laturi este dată de: 
(5) Sf Rein, 
2 n 
unde R este raza cercului circumscris poligonului. 


Soluție. Fie AB =1„ lungimea laturii poligonului regulat (fig. 11.7), 
M mijlocul laturii [AB] şi O centrul cercului circumscris. Avem 


Sa = n ot4B0] = n PO. 
Dar u(40B) = 27, deci u(40% = 2, Inseamnă că În = 2Rsin E și 
= = 


OM = R cos = înlocuind, se obţine formula (5). 


Exerciși 


1. Să se calculeze aria triunghiului ABC atunci cînd: 


aja 17, 2 = artein al pe 0 atei 22, 
25 13 


b) b = 2, m(Â) = 135%, m(6) —,30*; 
d) a=7,b=5,c=; 
4) m(â) = 18, b=a, ec=e. 
A SSEM, 8 2. Cite triunghiuri distincte sub aspect metric există 


astfel ca 
Fig. Ma. a= 15, c= 18, S= 24? 
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8. Să se afle aria triunghiului ABC dacă: 


a=V5, mâ)=60,5+e=3+V/3. 
4. Să se afle aria patrulaterului din exerciţiul 5; $ 3. 


i 5. Dacă S este aria poligonului regulat cu n laturi, să se calculeze : Ss, Sa, Se Se 
Sus şi Sao, în funcţie de R, raza cercului circumscris poligonului. 


6*. Sa se calculeze aria poligonului regulat ABCDE... M tnscris în cercul de rază R, 
ştiind că 
sia ai A 
AB — AC AD! 


$ 5. Raza cercului circumscris şi raza cercului înscris în triunghi 


peorema 1. În orice triunghi ABC, raza R a coreului cireumseris 
se exprimă prin 


a Di e 
w 1 RR Tina ” Sân — îdn0' 
] Demonstraţie. Triynghiul ABC are un unghi ascuţit, fie acesta Â. Notind 


| ou D punctul diametral opus lui B în cercul circumscris triunghiului (fig. 11.8), 
A m Poi 
avem: Â mm ÂDE şi m(5CD) = 90. Aşadar 


şi se obţine prima egalitate (1). Celelalte rezultă din teorema sinusurilor, 
Egalităţile (1) scrise sub forma 


le utilizăm în continuare sub denumirea 
de teorema sinusurilor. 

Teorema 2. În orice triunghi 
BC, raza r a cereului înseris se exprimă 
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A p „Demonstraţie. Punctul I de intersecţie 


al bisectoarelor (fig. 11.9) este centrul cer- 
AN cului înscris și este situat în interiorul 
triunghiului. 


Înălţimile triunghiurilor ZAB, ZAC, 
IBC sint egale cur, iar suma ariilor acestor 
trei triunghiuri este egală cu S, adică 

zarea 
Fig. N.9. i 
de unde rezultă formula (3). 


Aplicaţii. 1. Să se arate că pentru raza R a cercului circumscris triunghiu- 
lui avem şi formula 


mu IC. 
4) e meci | 
Soluţie. 'Ţinind seama de teorema 1 și de formula (2), $4 se obţin succesiv: 


Sp eg abe: abe 
2 sin C  2absinC as? 


3. In orice triunghi ABC avem 


r = 4R sin € sin E sin C, 
2 2 2 


Soluţie. Aplicind formulele (3), $3 se obţine: 
sin 4 sin Z sin o Podeaua 
2 2 2 abc pabe p habe 4R 


de unde rezultă relaţia cerută. 
3. In orice triunghi ABC există relația 
8 = 2R? sin A sin Bsin C. 
Soluţie. Folosind formula (4) avem: 


sin B sin C 
4R 4R 


= 2R? sin A sin B sin C. 


Exerciţii 


1. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
ar= p-ta îi n) spete d; 


e) p = an eos 2 cos 2 cos €; d) p —a = uRcos A sin E sin C; 
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e) m2 = Ri(sinzA + & cos A sin Bsin C); î) ha = 2R sin B sin C. 
2. Dacă 7 este centrul cercului Inscris în triunghiul ABC, să se arate că 


AI = aR sin. sin C. 
2 2 


3. Sâ se demonstreze teorema 1 din acest paragra! utilizind meloda analitică. 


$ 6. Aplicăţii practice 


Multe probleme topografice (de intocmire a planurilor porţiunilor de 
teren) au ca model matematic rezolvarea triunghiului. Dăm citeva exemple. 

1) Distanţa dintre două puncte accesibile, întro care se află un obstacol. 
Pentru a calcula distanţa de la A la B (fig. 11.10), se alege un punct C din 
oare se văd punotele A şi B. Cu ajutorul unor aparate, prin măsurare, se 

Pi 
obţin numerele AC =b, BC =a, u(ÂCB) = C. Distanţa de la A la B se 
calculează din triunghiul ABC: 
AB? = a? + 2 — 2ab cos C. 


2) Distanţa dintre două puncte inaccesibile. Pentru a calcula distanţa de 
la A la B (fig. 11.11), se aleg două puncte C şi D din care se văd punctele A 
yi B şi astfel ca distanţa CD să se poată determina. 


3 > 
» (ACB) = a, u(BCD) = p, 


Prin măsurători se obțin numerele: CD = 
pi Pasi 

W(4DE) = vw, u(4Dă) = 3. 

Din triunghiurile BCD respectiv ACD se obţin: 
asin (x + 3) 
sin (6+r+3) 
Distanţa dintre punctele inaccesibile A şi P se obţine din triunghiul ABC, 
cunoscindu-i două laturi şi unghiul cuprins între ele. 


asiny __. 
sin (a rar) 


BC = 


N 


Fig. 11.10. Fig. NH. 


3 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


Ir 
ITI ta: 


Ai grrruirira Lu 
'F; TT IT TI II, [ 
[NAIN rutei Trttata Tirtteti ari) 


Pie. 1.12. 


3) Determinarea înălțimii unui turn inaccesibil, situat pe un deal. Fie 
turnul marcat prin segmentul [AB] (fig. 11.12). Alegem un punct accesibil C 
şi lucrăm în planul determinat de punctele A, B, C. Luăm încă un punct 
accesibil D € BC şi notăm cu E punctul de intersecţie al verticalei prin A 
cu orizontala prin D. 

Prin măsurători se obţin: 


CD =a, (ED) = e, u(4DB) = p şi u(ÂCB) = a. 
în triunghiul ACD, avem: 


40 a dă ai 
PT La FIŢE ET pal le Ei EET Ip 
Din triunghiul ABC se obţine: 
AP AS —, deci AB = e AC. 
iara 3 cos e 
n (3 + 2) 
Aşadar 
Ap — —asinasing 
din (a — B) cos! 
Exerciţii 


1. O persoană care se află pe malul unui riu vede un arbore de pe malul opus sub 
un unghi de 60%, iar cînd se depărtează cu 20 m de la mal vede arborele sub un unghi de 
15% Să se calculeze înălţimea arborelui şi lăţimea riului. 

2. Ne aflăm pe malul unui riu, care nu poate fi traversat şi vrem să măsurăm distanța 
dintre doi copaci A şi B situaţi pe celălalt mal. În acest scop, se măsoară distanța de 80 m 
dintre două puncte C şi D situate pe malul nostru şi următoarele palru unghiuri: 


Ps ps a — 3 
m(ÂCd) = 120, m(5C5) = 60%, m(5DE) = 105, m(ÂDE) = 30%. Care este distanța de 
1a A la 8? 


Exerciţii recapitulative 


1. Folosind teorema sinusurilor, să se arate că într-un triunghi unei laturi mai mari 
se opune un unghi mai mare. 
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2. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
b cos B, 


a OS B. , cosC=0, ab. 
j peosa + zi 
p) —Sin (4 — B)sinc_ a —2i 

1 cos(4 — B)cosC az: 

B 3B B B 

0*] e) — b cos|.A —] = 2e cos — —.-. 

) te e) cos 22 + peos(4 + 12) 7. cos 2 

Ei fi Si, ., Z 2/3 

8. în triunghiul ABC, m(4) = 45, AB —a, AC = — ga. Să se arate că 


te B 


4. Fie A", B', C“ punctele de tangenţă ale cercului înscris unui triunghi ABC cu 
laturile acestuia. Să se arate că 


dA'B'CI _ r 
sABC] 2R 
D*. Să se arate că în orice triunghi ABC 


6. Să se rezolve triunghiul ABC, cunoscindu-i elementele A, B şi aria S. 


7. Să se rezolve triunghiul ABC cunoscind a = 13, A = arecos 4 și mediana 
5 


corespunzătoare laturii a, ma = + pisi3. 


d 8. Să se calculeze unghiurile triunghiului ABC ştiind că B — C= 2 şi R=8r, 


unde R şi r sint respectiv razele cercului circumscris şi inscris triunghiului. 


Capitolul 1 


Aplicațiile trigonometriei în algebră 


In clasa a IX-a s-au introdus numerele complexe şi operaţiile cu ele. 
Aceste numere au aplicaţii variate în geometrie, mecanică, fizică, electro- 
tehnică ete. Pentru a ușura anumite calcule, vom defini forma trigonometrică 
a numerelor complexe. Reamintim că mulţimea numerelor complexe se notează 


cu C=(zriylz, yeR, = 1). 


$ 1. Forma trigonometrică a unul număr complex 


Să considerăm un sistem de coordonate în planul P, reperul fiind (0, A, B) 
(fig. II1.1). Fiecărui număr complex z = z+iy(2y ER) îi asociem un 
punct unic M € P de coordonate (2, y), faţă de reperul ales, numit imaginea 
numărului complex z: 

Am definit în acest fel o funcţie bijectivă f : 0 — P. Dacă imaginea lui 
2 = a + iy este punctul M, atunci numărul complex z se numește afizul 
punctului M. | 

Dacă coordonatele polare ale punctului M sint r şi 2*, atunci conform 
formulelor 

a =rcos t*, y = rsin t*. 
((1), Cap. II, $ 1), numărul complex = = z —+ îi se scrie: 

() 2 —r(cos 2* + isin 1%), r > 0, t* €[0, 27). 

Deoarece r =0M = Vaz +? şi 
|z| = Va + 9£, rezultă că 
6) r=lzh | 


deci raza polară a imaginii lui z este 
egală cu modulul lui z. Argumentul 


40,07 polar 1* al imaginii lui z se numeşte 
argumentul redus al lui z şi se notează 
Pie. MIA. cu arg z: 
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În concluzie, orice număr complez 2 poate fi scris sub forma (1), numită 
forma trigonometrică a lui z. Dacă z40, modului şi argumentul redus ale 
lui 2 sînt determinate unic. Dacă 2 —0, modulul este egal cu O şi pentru 
argumentul său redus se poate lua orice număr din [0,2x). 


Dacă schimbăm pe t* în t* + 2kx, kE Z, formula (1) rămine valabilă. 
Aşadar există mai multe valori t pentru care 

(3) z>=r(cost +isint), r>0. 

Se pune intrebarea dacă pentru un număr dat z 0 formula (3) este adevă- 
rată și cu valori £ diferite de arg 2+ 2kr, kEZ. 

Fie numărul z 7 0, scris sub forma (3). Se ştie că oricare ar fi numărul 
real t, el poate fi scris ca î, + 2kr cu î, E[0, 2x) şi kE Z. Din (3) rezultă z = 
= rlcos(ti + 2kn) + i sin (2, + 2kn)] = r (costi + i sint) de unde r = zl, 
t = arg zşi am ajuns la concluzia că t = argz + 2kr. 

Orice număr real ţ, pentru care relaţiile (3) au loc, se numeşte argument 
al lui z. Mulțimea argumentelor lui z se notează cu Arg z. Conform celor ară- 
tate mai sus putem scrie: 

(4) Argz = (et = argz + 2kr, kEZ), 
deci diferența a două argumente ale unui număr complex 240 este un 


" multiplu de 2. 


Ezemple. 1. Fie numărul complex z= 4 — i. Să se determine | 2], argz 
şi Argz. 
Soluţie. Deoarece z = 1 şi y = —1, imaginea lui 2 se allă în cadranul IV, 


ică 2* = Be i 
adică £ argze[ as 2) şi 
r=lz=VErp= Vă tg == —; 
deci 1* = 25 (pe fig. 111.2, 2* este lungimea arcului mare AC). Arg 2= 
= (E am Ixez). 
2. Fio z= —i, să se determine |z] şi Arg z. 


Soluţie. |z|=r= VOIF(î):=1. Deoarece z=0 și y=-—f, 
imaginea lui z se găseşte pe semiaxa negativă a axei ordonatelor, deci 


Arg 2 = [25 + 2 |kEZ). 


3. Conjugatul 2 = 2 —iy al nu- 
mărului complex 2 = z-+-iy, cu y 
7 0, are argumentul redus 


(5) arg2=2x —argz Fig. IN2. 


(fig. 111.3). Într-adevăr, dacă |z | = 
= r şi arg z = 1* atunci 2 = 7 cost* 

ir sin îr=r [cos (2n —2%) + 
+i sin (2 —2%)], deci 2r—t*€ 
€ Arg 2 şi cum 0<2r —t* < 27, 
2 — î* = arg2. 

4. Să se scrie sub formă trigono- 
metrică numărul complex z=1+ 
kb cosa-tisina, unde a€ (0, 2m). 

Soluţie. r = |z|= 

= VA Feosa): | sina = 


Zei 
SA Fig. ML.8. = V24 F cosa) = 
- 2 a| şi 9 i 
Va cos = 2 joos =] și dacă a şi m, tgt alai e 
2 sin £ cos 
Se: 2 2 căi a 


teze mg ke Z. 


a 
2 cos: > 
2 


4* Dacă a€(0, m), atunci 1 + cosa>0, sin a>0, şi imaginea lui z se află 
în cadranul I, deci 
m) și a Li i a cai 

+ e (o. 5) şi cum - € ((ă 3) obținem că t* = Fi 

şi 
Ze 2 (cos 2 +-i sin 2 
z = 2 cos 5 (cos E + i sin =). 

20 Dacă a € (m, 2m), atunci 1-+cosa >0, sina<0 şi imaginea lui 2 


i m e(iE a e[£ | 
se află în cadranul IV, deci t* E (3, 2). Deoarece 3 e(3» 7): 


w=g+r şi 


z 2 |cos = | [cos ($ + 7) sin (Ș +7): 
30 Dacă a = x, 2 =0 şi argz nu este determinat. 
5. Să se determine mulţimea punctelor din plan al căror afix z verifică 
condiţiile: 
e) |lz| <2. 
b) 0< argz< > 270. 


Fie. I.4. Fie. IL.5. 


a) Dacă z=z-+iy, inegalitatea a) este echivalentă cu relaţia 
VAF < 2, deci mulțimea cerută este 
(Ma plm + <4), 
adică discul [Q(0, 2)] (fig. 111.4). 
b) Mulţiinea căutată este (M(z, y) |z >0 şi 0<y <a) = Int 40%, 
unde e (cos , sin 2) (fig. IIL.5). 


Exerciţii 
1. Să se determine mulţimea punctelor din plan ale căror afixe z satisfac: 


a) lzl=1;b) n < arga E; 20; 

c) argz > 7, apo;d) lz+ils2. 

2. Să se alle forma trigonometrică a următoarelor numere complexe: 

m=5i as Văii —1+iV/3iu= i; 

3 = —2; 20=>—VI2—i V2; n = 3 —2i, sa = i+itga, unde ae 
< [e 2)u(e. x). 
. E) 2 


8. Să se determine modulele şi argumentele numerelor: z, = cos a — i sin a, za = 
= sina + icosa, za = sinaț-i(1 + cosa), za = cosa + sina +-i (sin a — cos a), unde 
aen. 


$ 2. Operații cu numere complexe 
scrise sub formă trigonometrică 


Operația de adunare şi scădere a numerelor complexe scrise sub formă 
igonometrică nu prezintă un interes deosebit din punct de vedere al calcu- 
rii (se adună sau se scad părţile reale, respectiv părţile imaginare). 
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Înmulțirea numerelor complexe 
Fie zi —ra(cos ti +-i sin ta) şi za = 7a(008 tai sin te) două numere 
complexe. Înmulţind cele două numere complexe avem: 
Zaza = Pural (COS ta COS ta — sin fa Sin f3) + 
-Li(sin ti cos fa + cos ta sin t2)] = 
= rara[eos (i + ta) ți sin (fa + tal, deci 


(0 ZaZa = raraleos (ti + ta) +-i sin (îi + 2] 
Rezultă că | zuza | = rr, adică 
(2) |zaza | = za | - za 
şi îi + ta este un argument al lui zaza, deci 
(3) Arg (222) = (arg zi + arg za + 2kr, k E 2) 
sau 
(3) arg (2120) = arg zi + arg za — 2kr, 


unde k E(0, 1) se alege astfel ca membrul II să aparţină intervalului [0,27). 
Asttel am arătat că: 

Modulul produsului a două numere compleze este egal cu produsul modu- 
lelor celor două numere, iar un argument al produsului este suma a cite unui 
argument al numerelor date. 

Dacă z = 0 sau za = 0, argumentul respectiv nu este determinat, dar 
atunci zuza = O şi nici arg (zuza) nu este determinat. 

Rezultă interpretarea geometrică a produsului Zaza: dacă Mu, Me sint 
imaginile lui za, Za şi Pa, Pa intersecțiile cercului 2(0, 1) cu (0M,, (0Ma 
se ia arcul BaPa = AP, în sensul creşterii argumentelor și se determină 
punctul M3€ (0Ps asttel ca OM, = OM: OMa. Atunci M, este imaginea 
lui zuza (fig. 111.6). 


Arătaţi că AOAM, = AOMaMs- 
Formula (1) se poate generaliza pentru 
n numere complexe: Dacă 
za = ra(cos ti +-i sin tn), Za = Ta(008 ta+ 
+ i Sin fa), =: Zn = Tn(COB în + 
+ i sin 24), atunci 
(4) 4 Zaza +++" Zn = 
= Para *cs-* Talcos (fa + ta + -- + în) + 
+i sin (fata e în) 
Demonstraţi formula (4) prin inducţi 
matematică! 
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Ezemplu. Să se determine modulul şi argumentul redus al produsului 
(—1 +4 V/3)Q —2i). 
Soluţie. za 1+iV/3=2 (cos 2* + i sin i) şi za=2—2i 


= 2 V/2(cos ZE + isin E), deci 
Zaza Va [cos (22 + a) ti sin + 2=)]= 
=4V2 (cos 202 + sin 25). 


Asttel | zaza | = 4 2 şi arg zuza = 202 — ar = E 


Ridicarea la putere a unul număr complex 


Fie z = r(cost + i sint) un număr complex şi nEN*. Aplicind formula 
(4) în cazul zi = za = -.. = Za = 2, obţinem 

| Dre rose e rțoos (EP IPe FD+Fi sin (Fri k... +0] = 

n ori n ori n ori 


= (cos nt +i sin nt), adică 


5) n = rn(cos nt ți sin nt) | 


Se observă, că 
|2|=|zh şi Arg z"= (n arg z+2ir|k ez). 

Ezemplu. Să se calculeze (1 — i). 

Soluţie. Forma trigonometrică a numărului z = 1 —i este 2 = 
=yă (cos 22 ZE ji sin 2) deci aplicind formula (5) avem 221 — 212 (cos 427-+ 
Fi sin 42%) = 212 (cos O + i sin 0) — 212. 

În cazul r = |2| =1 formula (5) ne dă 


(6) | (cos ti sin 1)" = cos nt i sin nt 


Formula (6) valabilă pentru orice n EN*, se numeşte formula lui Moipre. 
Aplicaţie. Folosind formula lui Moivre putem afla formule pentru cos 34 
şi sin 32. Avem în virtutea lui (6): 

(7) (cos 2 +-i sin 2)? — cos 3 i sin 3. 

Calculind direct putem scrie 
(cos 2 +i sin î)'=cos?24+3i cos? sint + 3i? cost sin?t +i?sin?t— 
= cos? 4 — 3 cos t sin? ţ+i(3 cos? t-sin t— sin? 4). 
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“Ținind seama și de (7) se obţine: 
cos 3t = cos5 t —83 cost sin? t =—A4 cost 2 —8 cost 
sin 3; = 3 cost t sin t — sin? 4 =83 sin t—4 sin?. 


Împărțirea a două numere complexe 
(cos tai sin 'î) 4 0 două 


Fie 2 =ra(cos hi sin ti) şi Z2= 
numere complexe și 


(8) D= a =r(cost ti sin £). 
Atunci zza = 2, deci conform formulelor (2) şi (37) 
rara Şi tkta=ti + 2hn, unde k E. 
Aşadar 
ra şit=(u—)+2kr, keZ 


şi inlocuind aceste valori în (8) obținem 
(9) A = [cos (ti — ta) ți sin (fn — ta)]. 
E] ra 


Putem scrie: 
| 

40) |2 n] Ea Arg & = țarg 2 — ar za + hr |k E Z)- 

Astfel am arătat că: 

Modulul citului a două numere compleze, diferite de zero, este egal cu cttul 
modulelor celor două numere, iar un argument al citului este diferența a cite 
unui argument al numerelor date. 

Din construcţia imaginii produsului rezultă şi construcția imaginii citului, 
Pe figura 111.7 Mu, Ma; Q sint respectiv imaginile lui zu, za, cae 


Ezemplu. Să se determine modulul şi 


argumentul redus al numărului z= „(1 ae 
Soluţie. d 
a (css = a re isin 2) 
3 > Lia = 


TE (cos 45 ALE + î sin ==); 


24 (cos 2 + i sin 27) 
Ea (cos Miz | i sin 15) 
2 


Fig. M7. 


2 [cos ( 2) aa sin [= 2)] 2 (cos 2 + i sin =) 2i. 


Astfel |z | =2 şi arg z= Ze 


Exercişii 


1. Să se calculeze produsul (2//3 + 2i) (— 1 +î)(—1—î//3) sub formă tri 


gonomotrici 
2. Să se determine modulele și argumentele reduse ale următoarelor numere complexe: 


n) (ari; boa o) (IȚILCES; 
4 IA Vai Vai, 

se (a) pp Pr ii 

ni %27. 

9. Să se calculeze: 

a) (= ap; n) [2 + 2)”, 


€) (1 — cosa + isina)n, aeR, neN*. 


4. Știind că s + Î — 2cosa, a GR, să se calculeze 
PI 
md, 
Ez 


5. Să se demonstreze că formula lui Moivre este adevărată și în cazul cînd n este un 
număr întreg negativ, 
6. Să se demonstreze 


1+itge naAkiten ia Ra 
(e gar PSR (ai + 1)E, rezlşinene. 


$ 3. Rădăcina de ordinul n dintr-un număr complex 


Definiţie. Fie z un număr complex nenul şi n€EN, n > 2. Se numește 
„rădăcină de ordinul n a lui z orice număr complex Z, care verifică ecuaţia 


(D = 
Teoremă. Fioz =r(cost* 4-i sin 1*) un număr complex, arg 3 = 1*. 
Numărul = aro n rădăcini distinete de ordinul n, şi anume: 


(25) zi 7 (cos tim i minte 2), 


AER, în — 


| î 


Demonstraţie. Scriind pe Z sub formă trigonometrică Z = R (cos T + 
+i sin 7), R >0, T E B, ecuaţia (1) este echivalentă cu relaţiile: 


(3) R=r, 
(4) nT = 1 + 2, k E Z. 


Deoarece r este un număr real pozitiv, rezultă că ecuaţia (3) are o soluţie 
unică: R = 7. Din (4) rezultă că 


(5) Pie ez. 
n 


Am obţinut mulțimea rădăcinilor de ordinul n ale lui z: 


(6) Za Wr (cos e Dhe + i sin =), k ez. 


E 
Se pune problema: cite dintre valorile Z, sint distincte? Pentru k € (0, 4, 2 
„-:y n — 1) obținem argumente reduse diferite: 
10 t 2e tt 4 
(2 a Ta aaa d 
7, pe + 2ir 7. __ 0 + 2(n— tr 
LI ps na * 


n n 
deoarece pentru Vk € (0, 4, 2, ---, n — 1) Tu E 10, 2n), iar diferența dintre 
7, şi Tu nu este multiplu intreg de 2m, dacă i 4 k. 
Pentru k = n obţinem 
LANE e E 4: 2, 
n 


care diferă de Tg cu 2x, deci Z, = Zo. Dacă k este un întreg oarecare, îl 
scriem sub forma k =—g:n+țrcur, gEZ şi 0O<r=<n şi observăm că 


19 + 2lan + e + 2 
7, = tan + re = Pre + 2q7, 


deci Za — Z, şi astfel am demonstrat că printre numerele complexe (6) există 
'exact n numere distincte: 


Za Za oa Za: 
În particular, dacă z = 1, rădăcinile ecuaţiei 
(8) a A. 
se numesc rădăcinile de ordinul n ale unităţii. i 


Deoarece 1 = cos 0-+i sin 0, rădăcinile de ordinul n ale unităţii, pe 
care le notăm cu s, sint: 


(99 ee = cos HE i sin 25, kE40, 4, 2 sa n 4) 


a4 


Problemă rezolvată. Imaginile ră- 
dăcinilor de ordinul n(n > 3) ale unui 
număr complez 2 7 0 sint pirfurile unui 


poligon regulat cu n laturi, înscris în 
1 


cercul de centru O şi de rază | 2 |”. 
Rezolvare. Fie z=—r(cos !*-+ 
+ i sin 2*) un număr complex scrie 
sub formă trigonometrică, î* = arg z, 
|z|=r. Imaginea lui & .este un 
punct P pe cercul Q(0, r) (fig. IIL.8). 
Fie Mo, Ma, Ma: Mana imaginile lui 
ZA W7 (cos E 2kE | i sin sas), 


n 

ke E 40, 1,2,. 
Deoarece OM, = |Z; | = Ir, aceste puncte aparţin cercului 2(0, V/r)- 
Pe de altă parte imaginile M,, My, ale numerelor complexe Z, Zi sint 
două puncte pe acest cerc, pentru care 


n-—1). Fig. ML.8. 


te +24 ir 


arg Zu = 


Lig 2: 
arg Z, = Lt 3, 
Bi 


n 


Diferenţa celor două argumente este măsura unghiului 


Papi 
MAO Mu 
deci 
pm 9 îs 2. 
R(MAOM 4) = arg Zau — ag Za = 
şi asttel arcele mici Mol, Ma Ma, Mala, ---> Mu Musa «-- Mn-aMo sint con- 


gruente şi le corespund coarde congruente: 
(MoM) ma (M Ma) =. = (MM) = 
e (Ma), 


deci problema este rezolvată. 

Se observă că în cazul rădăcinilor de 
ordinul n ale unităţii eo, ex, ---y En-a» imaginile 
acestora sint virfurile unui poligon regulat 
cu n laturi, înscris în cercul Q(0, 1), unde 
virful Mo are coordonate (1, 0), deoarece so=—1 
(fig. IIL.9 în cazul n = 6). Fig. Ul. 9. 
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Ezemple 1. Să se calculeze rădăcinile de ordinul 3 ale lui —8i. 
Soluţie. Forma trigonometrică a numărului complex 


— Bi este 8 cos 2E +- i sin =), 


Astfel 


2kn 


Zi = Va[eos (2 20) i sin ( +). k€ 410, 1, 2). 


Ze = 2 (cos 2 sii sin 2) ai, Zi 2 (con ZE + i sin 15) — 


Vă—i, Za =2 (cos ai sin )) Vai. 


2. Să se calculeze rădăcinile de ordinul 6 ale unităţii. 
Soluție. Avem de rezolvat ecuaţia Z* = 1. Rădăcinile ecuaţiei sint: 


e — cos 2 +-i sin ÎE, unde k € (0, 1, 2, 3, 4, 5), 


adică 
=, a =cost ji sin tii, 
ea = con 2% + i sin 25 = — 4 ii, 
es = cos r-+isin = -—1, ea = cos îE + i sin 4E = 
Ei Vă 
2 
Exerciţii 


1. Să se calculeze rădăcinile de ordinul n ale lui z în următoarele cazuri: 


a) n=3s=iib)n=6,ae —i;c)na,a= ări; dn 3,5 ai 

2. Să se determine rădăcinile de ordinul 3, 4 şi 8 ale unităţii. 

8. Să se demonstreze că rădăcinile de ordinul n ale unităţii sint egale cu puterile unei 
rădăcini particulare e. (O astfel de rădăcină se numeşte rădăcină primitivă de ordinul n a 
unităţii.) 

d rădăcinile de ordinul trei ale unităţii, să se arate că: e, = &, 
= (e =a. 

5*. Știind că numărul complex Z verifică ecuaţia Z+ = z, să se arate că nume- 
rele —Z, iZ și —iZ verifică aceeaşi ecuaţie. Aplicaţie: Să se calculeze i — 2i)4 şi su 
se deducă rădăcinile de ordinul patru ale numărului —7 + 24i. 

6*. Să se arate că, dacă numerele naturale m şi n sînt prime între ele, atunci ecuaţiile 
am — 1 = 0 şi sn — 1'= O au o singură rădăcină comună. 
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$ 4. Ecuaţii binome 
Dotimiţie. O ecuaţie de forma 

(65) P+e=0,ce0,neN,n>2 
se numește ecuație binomă. 

Pentru a rezolva ecuaţia (1) vom scrie numărul —c sub formă trigono- 
metrică. Astfel ecuaţia (1) este echivalentă cu 

2 =r(cos t4+-i sin t), 

deci rădăcinile ecuaţiei (1) sînt rădăcinile de ordinul n ale numărului com- 
plex — e. Astfel, ecuaţia dată are n rădăcini diferite. 

Ezemple. 1. Să se rezolve ecuaţia binomă z3 — 8 = 0. 

Soluţie. Forma trigonometrică a numărului 8 este 8(cos 0 +i sin 0). 
Rădăcinile ecuaţiei sint: 


zu = 2 (cos 205 Sai sin 245), k € (0, 1, 2); 20=2, 
ari 3; asi Vă. 
2. Să se rezolve ecuaţia 
+ (4—ii—i=0. 


Soluție. Ecuația dată este o ecuaţie de gradul doi în z4. Obţinem: zi =i 
sau zi = —1, Soluţiile acestor ecuaţii binome sint: 


Vă ta i), 4 (e Va Vă zi Va Vă) 
3. Scriind rădăcinile ecuaţiei z* — 4 = 0 sub formă trigonometrică şi 


rezolvind această ecuaţie şi pe cale algebrică, să se afle cos 2E şi sin E. 


Să se deducă valorile lui sin £, cos £, sin £, cos-£ şi să se calculeze 
10 10 5 5 


lungimile laturilor unui decagon regulat şi ale unui pentagon regulat, înscrise 
într-un cerc de rază R. E 
Soluţie. Rădăcinile ecuaţiei z5 — 1 = 0 sint 


e = cos 2E +-i sin 25, k E (0, 1,2, 3, 4). 


Pe de altă parte 2% —1=(2 10 (2 4 3 pa Si +4) şi notind z+ 
P; 


= = y (in contormitate cu metoda de rezolvare a ecuaţiilor reciproce), 


1 
zi 


găsim z2 + —=g2—2. 


p3 tg 40; Vasa = 3 


4 


deci | 


mp VS 1 —0, unde ati. | 
cea ae EEE so SEE ZE, a = i La ar 
de unde 
| 


Exereiyii 


binome: 
3410, d) (2—3izt+i+si=o0. 


1. Să se rezolve următoarele ecunţi 
a) 39 — 27 =0,b) at + 625 =0, 
2. Să se rezolve ecuaţiile 
a) 20— 92048 =0, b) a! 


car 6(iți)ars+ei Zi + 8=0. 4 
8. Să se rezolve ecuaţia 5 — n N, unde 3 este conjugalul lui z. 
Indicaţie. |n | = |a 4 şi deoarece |ă| = la], rezultă |z]=0 sau |z|=1. 


+ În cazul s sf 0, înmulțim ecuaţia dată cu z şi obţinem 2" = 1. 


$ 5. Aplicaţii ale numerelor complexe 
în geometrie 


Probleme rezolpate. Dacă punctele My Ma au afizele zu, ze; atunci mijlocul 
M al segmentului ULM, Ms] are afizul Sia 
Rezolpare. Fie zi = zi + ivi, ze — za + ia. Deoarece coordonatele lui 
Mu, Ma sint (zu di), (Za 2), M are coordonatele (e 3 e) Rezultă 
că afixul lui JM este 
Ea Pauli 3 pin a (zf îmi) + (za 
2 2 2 
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M3 M(za 


Md2el 


M2 Ma(aa 


M 
Pie. D110. Fie. DIA. m (2) 


Problema 2. Dacă punctele Mi, Ma Ma, Ma sint coliniare și segmentele 
[M.Msl, MaMa) au acelaşi mijloc, atunci Mu MaMaMa se numeşte parale- 
logram degenerat (fig. 111.10). Să se demonstreze că imaginile numerelor 
complexe za, Za, Za, Za sint pirfurile unui paralelogram MMaMsMa (propriu 
sau degenerat) dacă şi numai dacă 


(0 zik 2 = at 2 
Rezoleare. Dacă MMaMsMa este un paralelogram propriu sau dege- 
perat (fig. 111.14) (MMs) și [MM] au acelaşi mijloc. Deci afixele 2, ale punc- 
telor M, verifică relaţia 
Mr ata 
a a NR 


şi rezultă (4). Reciproc, din (1) deducem că [Ma Ms] și [MaMA] au același 
mijloc. Dacă punotele M, nu sint coliniare M,MsMoMa este un paralelogram 
propriu-zis, iar dacă sint coliniare, atunci conform definiției, M MaMaMa 
este un paralelogram degenerat. 


Observaţie. Dacă M, M” sint imaginile lui z, z', atunci imaginea sumei 2 -- a' este cel 
de-al patpulea virf P al paralelogramului (eventual degenerat) MOM P (fig. LII. 12), iar ime 
inca diferenjei 3 — z" este virful Q al paralelogramului OM'MQ (fig. 111.13). 
Deoarece MM' = 0Q, avem şi următorul 
2 MA 
Ptz+z) 


Mia 


Miz) 


oto» Fie. NL12. Mr.48. 
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$ — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


Exerciţii 


1. Să se arate că mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sînt virturile unui 
paralelogram. 

2. Fie M4M,M+M, şi N,NaNaN, două paralelograme şi P, mijloacele segmentelor 
[MN], i e (1,2, 3, 4). Să se arate că P,P+PAP, este un paralelogram sau un paralelogram 
degenerat. 

8. Fie funcţia /: CC, f(3) = az + bla, d e Cai 0). Dacă M, şi M, sînt de afixe 
2 Și za iar M, şi M, de afixe f(2,) şi [(aa), să se arate că 

(5) MM, = la - MM. 

Avem 

4) MMy = MM, dacă şi numai dacă |a|=1. 
(Egalitatea (3) defineşte asemănarea, iar egalitatea (4) defineşte izomotria.) 

4. Arătaţi că funcţia z— 3, e C defineşte o izometrie. (Vezi exerciţiul 3.) 

5. Fie M,, M, de afixe zi, za şt O şi za = az,. Să se arate că semidreptele (OM,, (0M, 
coincid (respectiv sint opuse) dacă şi numai dacă « > 0 (respectiv a < 0). 

6. Se consideră punctele M,, M, M, de atixe zu, ze, zu, M, Mu. Să se arate: 


a) Me (MM * 
za 


b) Me MM, 2%. 
PX 


Indicaţie. Se construiesc imaginile lui za — z şi =, — z, în contormitate cu problema 2 
rezolvată şi se ţine cont de exerc. 5. 


7». Demonstraţi teorema lui Pompeiu: Dacă punctul M din planul triunghiului echi- 
lateral M,M+Ms nu aparține cercului circumscris triunghiului MMM, atunci există 
un triunghi avind lungimile laturilor AM MM, MM. 

Indicaţie. Putem presupune că afixele lui M, Ma, M, sint 1, e, e unde e? — 1, Se 
foloseşte egalitatea (= — 1)(e* — e) + (5 — e)(1 — e?) = (n — e1)(1 — e), valabilă pentru 
orice ze €. 


Exerciţii recapitulative 


1. Să se reprezinte mulțimile punctelor din plan ale căror afix satisfac relaţiile 
a) lzl>1t;b)i<lz—1|<2;c) lz—i)l<1;9) 0 < orga < E ; CES ARĂ 


= la — za ln unde za și za sint afixele a două puncte fixe din plan. 
*. Să se efectueze calculele: 


pă+i 


a) E, = 


wa=i” ) 
b) Es = 1 + Slcose + isin 4) + a(cosa + sin)? ++ (cost + îsi a). 


8. Fie expresia E(3) = zi — 20 + 324 14 — ; să se calculeze E(1 + i). 
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4. Să se afle poziţia celui de al treilea virt al triunghiului echilateral, afixele a două 
vinturi fiind a =1; aa 2+i- 


5. Fie su, za, 2, trei numere complexe, nenule, distincte două cite două şi de module 
egale. Să se demonstreze că, dacă z, + za2a; za “+ zaza Şi 2s “+ zaza sint numere reale, atunci 
zazaza = 1. 

6. Notind cu G mulţimea rădăcinilor de ordinul n ale unităţii, G = (cos exs Ea -+-+ En-a)e 
să se demonstreze că 


a) eee, vi, jet0, 1, 2,n—t), 
bjerleG,vieto, 1, 2..,n—t). 
7. Să se determine numerele complexe de modul unu care satisfac relaţia: 
Li 2 
| : și: Li | 


8*. Fie couaţia az + bz+e=0, a,b, cel şi arga + arge = 2argb şi lal + 
+ le = |81. Să se arate că ecuaţia dată are cel puţin o rădăcină de modul unitar, 


9*. Fie z,, za, 2, trei numere complexe nenule, astfel ca |za | = zl = al: 

a) Să se demonstreze că există numerele complexe a şi 6 astfel ca za = as, a = Pi 
i lal=IBl=a. 
VA i alu rezolve ecuaţia a2+ f* — af —a—B-+1=—0 în raport cu una dintre 
necunoscute. 

c) Folosind eventual rezultatele de la punctele a) și b) să se demonstreze că dacă 
sh 8 să = zuzat 2ata -k Zaza atunci avem 2, = za = za, Bau Numerele zu, Za și za 
sint afixele virturilor unui triunghi echilateral. 


Capitolul IV 


incidenţa, ordonarea şi paralelismul în spațiu 


$ 1. Axiomele geometriei în spaţiu 


Noţiunile fundamentale ale geometriei în spaţiu sint: punctul, dreapta, 
planul, distanţa şi măsura unghiurilor, noţiuni întilnite în geometria plană, la 
care se mai adaugă noţiunea de spațiu. În geometria plană există un singur 
plan, în geometria în spaţiu vom avea mai inulte plane. 

Axiomele de incidență în spaţiu sint următoarele: 


I. 1. Spaţiul este o mulțime de puncte, care se notează cu d 

1. 2. Dreptele şi planele sint submulţimi ale lui d. 

1. 3. Orice dreaptă conţine cel puţin două puncte di ete. Orice 
plan conţine cel puţin trei puncte necoliniare. Există patru puncte nesituate 
într-un același plan. 

I. 4. Prin orice două puncte distincte A şi B trece o singură dreaptă, 
care se notează cu AB. 

1. 5. Prin orice trei punete trece cel puţin un plan. 


1. 6. Dacă două plane diferite au un punct comun, atunci intersecția 
lor oata o drepti În acest caz cele două plane se zic secante. 


Dacă anumite puncte sau drepte sint situate într-un același plan, spunem 
că ele sint coplanare. 

Observaţie. Din axiome deducem uşor că ezistă cel puţin un plan, şi ezistă cel puţin 
o dreaptă. Într-adevăr, ştim că există patru puncte distincte A, B, C, D (axioma 1.3). Din 
1.5 respectiv 1.4 rezultă că există cel puţin un plan conţinind punctele A, B, C- și cel puţin 
o dreaptă ce conţine punctele A şi BR. 

Axioma 1.5 arată că trei puncte date aparţin cel puţin unui plan. Teorema 
ce urmează completează axioma 1.5, stabilind că dacă punctele sint necoli- 
niare, atunci planul este unic. 


Teorema 1. Prin orice trei punete necoliniare A, B, C trece un singur 
plan, care va fi notat cu (ABC). 

Demonstraţie. "Ținind seama de axioma 1.5 este suficient să arătăm că nu 
pot exista două plane distincte conţinind punctele A, B, C. Presupunem 
contrariul. Atunci există planele distincte a şi p astfel ca A,BCEași A,BCEG. 
Rezultă că a NB este o dreaptă, în contradicţie cu ipoteza. 


7 rema 2. Dacă o dreaptă d are două puncte distincte situate într-un 
plan «, atunei drapta d este inclusă în planul a. 
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bă Pa Po, 
d ce d' 
a o 
Fig. IV. Fig. IV. 


Demonstraţie. Fie A şi B cele dovă puncte distinete ale lui d conţinute în 
planul a«. Putem găsi un punct 0 g a, căci in caz contrar întregul spaţiu ar fi 
inclus în &, în contradicţie cu 1-3. Ştim din axioma 1.5 că există un plan f 
care conţine punctele A, B, C şi cum C & a, planele ași paint distincte. 
Dar A şi B aparţin și lui a și lui 6, deci a N 6 este o dreaptă (axioma 1.6), 
iar în virtutea lui [.4, « N 6 = AB = d, prin urmare dc a. 


Demonstraţie. Pe dreapta d există două puncte distincte B şi C (1-3), 
(fig. IV.4). Planul (A BC) include intreaga dreaptă d, căci conţine două puncte 
ale lui d (teorema 2). Aşadar, (A BC) este un plan ce conţine pe A și d- 

Fie « un plan oarecare, care conţine pe A și d. Planele «și (ABC) avind 
în comun punctele nocoliniare A, B, C, din teorema A rezultă că « — (ABC). 
Aşadar (4 BC) este unicul plan conţinină dreapta d şi punctul A. 

1 4 4 drepte distine n pe 


Demonstraţie.” Se ia un punot A E d', A m O și se aplică teorema 3 
dreptei d şi punctului A. 


O 1. Să se arate că dacă o dreaptă d nu este conținută într-un plan a, atunci inter: 
secția d Na este fie mulţimea vidă, fie este formată dintr-un singur punct 
0 A se urate că oricare ar fi planul a, există cel puţin un punct nesituat In planul 
& 8. Există două drepte fară punet comun. 
4. Să se arate că fiind dată o dreapLă oarecare d, există cel puţin două plane care 
conţin dreapta d. 
Indicajie. Arataţi că există un punct A g£ d. Prin d şi A trece planul a. (Ad). 
Există 5 ga (axioma 1.3). Planele a şi B = (Bd) sint distincte şi fiecare conţine dreapta d. 
> B. Se consideră dreptele d, dr, d” astfel ca, luate cite două, să se întersocteze, Sa 
se îrate că atunci cele trei drepte au un punct comun, sau sint aşezate într-un acelaşi plan. 
6. Fie A. B,C trei puncte necoliniare şi D un punct nesituat în planul (ABC). Să se 
arate: 4) punctele D, A, E nu sint coliniare şi nici D, B, C; D, C, A; b) intersecţia plane- 
lor (DAB), (DBC), (DCA) este formată dintr-un singur punct: 
7. Folosind notaţiile exerciţiului 6, se iau punctele E, F, G, distincte de A, B, C.D 
asttel a EC AD, Fe BD.Ge CDitie BC NFG — (PIGENCA — 40, EFN AB — 18). 
Sa se arate că punctele P, Q, R sint coliniare (teorema lui Desargues). 
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8. Se consideră dreptele d și d', nesituate într-un același plan şi punctele distincte 
A, B,Ced şi D, Eed'. Cite plane diferite putem duce astfel încit fiecare să conţină trei 
puncte necoliniare dintre punctele date? Generalizare. 

Teorema 5. Oricare ar fi planul a, mulțimea punetelor și mulțimea 
dreptelor situate în planul « satistac axiomele de incidenţă ale geomoatrioi 
în plan, x 
„Demonstraţie. Este clar că primele trei axiome de incidenţă ale geometriei 
în plan sint veriticate. Rămine de arătat că dacă A, B sint puncte distincte 
ale lui a, atunci există o singură dreaptă d situată în a, cu proprietatea 
A Ed, B = d. Axioma L.A ne asigură că AB este singura dreaptă cu A € d, 
B e d. Dar ca este situată în a în virtutea teoremei 2. 

Admitem azioma riglei, aziomele unghiului şi axioma de congruență, chiar 
sub forma în care ele sint enunțate în geometria plană. Admitem axioma de 
separare pentru fiecare plan. 

Acestea sint axiomele geometriei absolute în spațiu. 

Rezultă că în fiecare plan sint valabile axiomele geometriei absolute 
plane, deci sint adevărate toate teoremele demonstrate în Capitolul 1 al 
manualului pentru clasa a IX-a. Mai mult, două segmente congruente nu tre- 
buie să fie aşezate în același plan, nici două unghiuri congruente. Axioma de 
congruenţă se referă acum la două triunghiuri ABC şi A'B'C“, situate în 
același plan sau în plane diferite. 'Teoremele de congruenţă ale triunghiurilor 
se extind imediat la două triunghiuri în plane diferite, 

În ceea ce priveşte relaţiile „dreapta d separă punctele A şi B“ şi „dreapta d 
nu separă punctele A şi B“, ele au sens numai în cazul cînd d, A și B sint 
situate în acelaşi plan şi bineinţeles A, Be d (prima relaţie înseamnă că 
[AB] N dz, a doua inseamnă că [AB]N d =). De acest fapt trebuie 
să ţinem seama în enunţul axiomei de separare, cînd ne referim la geometria 
în spaţiu: 

Axioma de separare. Pie d o dreaptă inclusă în planul a și A, BC a —d, 
Dacă dreapta d separă punetele A şi 7? și nu separă 27 și C, atunci dreapta d 
separă A şi C. 

Doliniţie. Două drepte se numesc paralele dacă sint coplanare şi nu au 
punct comun. Dreptela paralele d şi d! se notează: d||d'. 

Observăm că în spaţiu există perechi de drepte fără punct comun care nu 
sint paralele. De exemplu, dacă A, Z, C, D sint puncte necoplanare, atunci 
dreptele AB şi CD nu au punct comun și nici nu sint paralele (fig. 1V.3). 

Oricare ar [i dreapta d şi punctul A nesituat pe d, există o dreaptă d' para- 
lelă cu d, care trece prin A. Într-adevăr, folosind cunoştinţe din geometria 
absolută plană, construim în planul (Ad) o dreaptă d! care trece prin A şi 
nu are punct comun cu d (se duce AB _ d şi apoi în planul (Ad) o perpendi- 
culară prin A pe AB) (fig. IV.4). 
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SE A, 


Fir. IV8. Fin. IV-A. 


Nu putem insă demonstra cu ajutorul axiomelor enunțate pină acum, că 
dreapta d” este singura paralelă prin A la d. De aceea admitem o ultimă axiomă, 
care impreună cu celelalte defineşte geometria euclidiană în spaţiu: 

Axioma paralelelor. Printr-un 
mult o dreaptă paralelă cu d. 


unet A exterior unei drepte d, trece cel 


Rezultă: Printr-un punct exterior unei drepte trece o singură paralelă la 
dreapta dată. 

Reţinem că două drepte paralele d, d” sint incluse intr-un plan unic, care 
se notează cu (dd'). 


Fxerciţiu 


9. Arătaţi că exista o infinitate de plane, care conţin o dreaptă dată d. 


$ 2. Construcţii în spaţiu 


Să rezolvăm problema următoare: 

Fiind date dreptele d, d! nesituate în acelaşi plan, şi punctul A & dUd', 
să se determine o dreaptă a, care să treacă prin punctul A şi să intersecteze 
dreptele d şi d'. 

Presupunind problema rezolvată şi notind cu P, Q punetele de intersecţie 
ale dreptei a cu d, d' (fig. IV.5) se 
observă că punctul P aparţine atit pla- 
nului (Ad') cit şi dreptei d. Aşadar 
pentru a rezolva problema vom proceda 
astfel: 

1) Determinăm planul (4d'). 

2) Căutăm intersecţia dreptei d cu 
planul (Ad'). Dacă punctul de inter- 
secţie nu există, problema nu are solu- a 
ție; dacă există, îl notăm cu P. Fig. 1V.5. 
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3) Unim punctele A şi P cu o dreaptă. 

4) Căutăm intersecţia dreptelor coplanare AP şi d'. Dacă AP şi d' se 
taie, dreapta AP este soluţia problemei. Dacă nu se taie, nu există soluţie. 

Aşadar, în funcţie de poziţia reciprocă a elementelor date (dreptele d, d: 
şi punctul A), problema noastră poate să aibă sau să nu aibă soluţie, și anume: 
a) Dacă d taie planul (Ad') şi dacă punctul de intersecţie obţinut unit: cu A, 
ne dă o dreaptă ce are un punct comun cu d”, atunci această dreaptă este 
soluţia căutată. b) În orice alt caz problema nu are soluţie. 

Asttel, răspunsul la problema propusă include un procedeu constind din 
etapele 1) — 4) şi o discuţie. Vom vedea că multe probleme se rezolvă prin 
procedee asemănătoare, numite construcţii în spaţiu. 

A construi în spaţiu o figură înseamnă a o determina. 

Pentru puncte, drepte şi plane avem următoarele situaţii: Un punct 
este determinat dacă este dat ca atare sau dacă este intersecția a două drepte 
date sau intersecţia unei drepte date cu un plan dat. O dreaptă se consideră 
determinată („construită“) dacă este dată ca atare sau dacă se cunosc două 
puncte ale ei sau dacă rezultă din intersecţia a două plane date. Un plan este 
determinat („construit“) dacă el este dat ca atare sau se cunosc trei puncte 
necoliniare ale lui sau două drepte concurente (sau paralele) date sau o dreaptă 
dată şi un punct nesituat pe ea. 

In problemeie de „construcţii“ sint date prin enunț anumite figuri şi se 
cere determinarea (construirea) altor figuri, satisfăcind condiţii bine precizate. 


Exereișii 


1; Se dau planele a şi f şi A, Be a. Să se construiască un punct M e a, eual depărtat 
de A şi B, care să aparţină şi planului B. 

2. Să se determine intersecţia a trei plane distincte a, f, Y. 

Rezolvare. 1) Dacă «NB = a, intersecţia cerută e mulţimea vidă. 2) Dacă «nf 
«ste o dreaptă d, intersecţia căutată este d N y, care poate fi un punct, mulțimea vidă sau 
dreapta d. 

3. Se dau: planul a, dreptele d,, d şi punctele A, BEaUd,Ud,. Să se afle un 
punct M e a asttel ca dreptele MA, MB să intersecteze respectiv pe d, şi da. 


$ 3. Semispaţiu 


Definiţie, Fie a un plan şi A, B duuă puncte nesituate în acest plan. Dacă 
segmentul [AB] are un punct comun cu a se spune că planul a separă 
punctele A şi B (fig. 1V.6) sau A și B sint de o parte şi de alta a planului «. 
În caz contrar se spune că A şi B sint de aceeași parte a planului a. 

Doliniţie, Fie A un punct nesituat în planul a. Mulțimea formată din 
punctul A şi din toate punctele situate de aceeaşi parte a lui « ca și A, se 
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Fig. 1V.6. Fig. IV. 


motează cu («A şi se numeşte semispaţiu (deschis). Spunem că « este fron- 
tiera lui (A şi că (A este limitat de a. 


Teorema 1. (Peorema de separare a spaţiului.) 
Oricare ar fi planul a următoarele proprictăţi au loc: 

1) Există oxaet donă semispaţii o. şi oa limitate de planul «. 

2) 8 —e=aUou na =. 

3) Dacă P, Q € a. sau P, Q E cs, segmentul [ PQ) nu intersectează pl. 
mul a. Dacă PEa, şi RE os, segmentul (PR) şi planul « au un punct 
comun. 3 


Demonstraţie. Alegem punctele O Ea, A e d — a şi punctul B pe semidreapla 
opusă la (OA (fig. IV.7). Notăm o, = (a şi ga = (a. Vom arăta că un punct oarecare 
Me d — ase găseşte în a, sau în o, dar nu în amindouă. Considerăm în acest scop un plan fi 
care trece prin A, B şi M. Cum planele distincte a şi f au punctul comun O, ele se inter- 
sectează după o dreaptă d. Folosind în cazul planului proprietăţile de separare învăţate în 
clasa a IX-a rezultă că numai două situaţii sint posibile: a) [AM)Nd = 2 şi [BMINd +a 
sau b) (AM]Nd 4 2 şi (BM]Nd = a. În primul caz M eo, şi M €£ o,, iar în cazul al 
doilea M go, şi M e oa şi proprietatea 2) din enunţ este demonstrată. 


Arătăm acum că 
A elaa = (a4 = (aa. 
Imăm P e («4 şi demonstrăm că P e (a4". Presupunem contrariul, ceea ce înseamnă 
că există Q e[4'P]N a. Fie y un plan care conţine punctele A, A” şi P. Deoarece punctul Q 
este comun planelor « şi x, aceste plane se taie după o dreaptă a, care separă în y punctele 
A' şi P. Rezultă că (A4]Na 4 o sau [AP]Na 4 o, deci [A4']Na 4 3 sau [API 
Na a. Dar nici una dintre aceste situaţii nu este posibilă căci A' e (44 şi Pe (4. 
Aşadar (4 C («4 și analog (a4'C (44. 

Fie («X un semispaţiu oarecare limitat de planul 
din (1) rezultă că (zX = a,, iar dacă X e a, atunci (aX 
monstrată, 

Fie P, Q ea. Atunci (24 = (aP şi din Q e (aP rezultă imediat că (PQ]Na = g. 
Celelalte afirmaţii de la punctul 3) se arată în mod analog. 


Dacă X ea = (a4, atunci 
aa şi proprietatea 1) este de- 


Semispaţiile o. și oa se zic opuse. 
Reuniunea unui semispaţiu deschis (A cu frontiera sa, se numeşte semi- 
spaţiu închis şi se notează [aA. 
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Exerciţii 


O 1. Dacă punctele A şi B aparţin semispaţiului deschis o, atunci [AB]C o. Pro- 
prietatea este valabilă şi pentru un semispaţiu închis? 

2. Dacă punctul A nu este situat în planul « şi B Ea, atunci (BAC (&A. 

8. Să se arate că intersecţia unei drepte d cu un semispaţiu este fie dreapta d, fie o 
semidreaptă, tie mulţimea vidă. 

4*. Arătaţi că dacă un plan a şi frontiera unui semispaţiu o sint plane secante, atunci 
intersecţia o N a este un semiplan. 

5*. Intersecţia unui plan a cu un semispaţiu este fie planul a, fie un semiplan, fie 
mulţimea vidă. 

0*. Fio A, B, C, D patru puncte necoplanare și a un plan care nu trece prin nici unul 
din punctele date, dar trece printr-un punct al segmentului (AB). Dintre segmentele (AB), 
(40), (AD), (BO), (BD), (CD) cite pot fi intersectate de planul a? 

7*, Fio d o dreaptă şi a, f doua plane astfel ca dNf = d şiaNf = p. Să se arate 
că dacă A ed şi B ea, atunci de (BA şi ac (BB. 

8». Fie (A și (BE două semispaţii astfel ca «46 şi (a4C (BP sau («4 N (BB = 
— a. Să se aratecă «nf = a. 


Detiniţio, Fie a, B' două semiplane închise limitate de o aceeași dreaptă d 


(fig. IV.8). Mulțimea a N 6! va fi notată cu ZE şi va fi numită unghi dicdru 


definit de semiplanele a, f”. Semiplanele a, f” vor fi numite fețele, iar dreaptă 
d muchia unghiului diedru ZE 


Dă” se numește unghi diedru nul, dacă a = p' şi unghi dicdru plat dacă 
foţele lui sint semiplane opuse. În cazul din urmă, muchia d trebuie să fie 
dată separat. Dacă un unghi diedru nu este nisi nul nici plat, el se numeşte 
propriu. 

SA notăm cu a și fi suporturile lui a” şi 6” (Planele e conţin semiplanele 
gi BD pi fio 4 E o —a, BE pi — d. Prin interiorul unghiului diedru 


3 vom înţelege initerseoţia semispaţiului deschis limitat de a, oare conţine 
faţa B', cu semispaţiul deschis limitat de B, care 
conţine a': 
Int ZE 4! (a N (BA. 
Definiţie. Fiea =[O4.b =(0B,c =(0C semi- 


drepte necoplanare, avind origine comună O (fig. 
IV.9). Mulțimea 


= = = = 
ae = aUbUcU Intab U IntâcU Inte 
se numeşte unghi triedru. Punctul O este virful, semi- 


aaa 
Fig. IV.8. dreptele a, d, c sint muchiile, iar ab, bc, ca sint un- 


58 


ghiurile lui abc. Reuniunea unui unghi al lui abc 
= 
ou interiorul său se numeşte o faţă a lui ae. In- 


Dei 
teriorul lui Di se defineşte astfel: Int G02 de! 


dt («A N (BB N (XC, unde «a=(080), p= 
= (OCA), x = (048). 


Exerciţii 


9. Sa sc arate că intersecţia unui unghi diedru cu un plan a poate fi: un unghi, reuniu- 
nea a două drepte, o dreaptă, mulțimea vidă sau un semiplan închis, și nu poate fi nici o 
mulțime de alt tip. 

10%. Fie d muchia unui unghi diedru propriu SĂ, Acu -—d, Be —dși 

Zi pa 

P a Int ÎF. Să se arate că: 1) (Pa) Int FĂ = (dP. 2) Dacă Med, Int Ad = 
= Int Gă n (4BM). 

14. Se consideră notaţiile exerciţiului 10. Să se arate: 1) punctele A şi B sint de o 
parte şi de alta a planului (Pd); 2) Segmentul (45) şi semiplanul (dP au un punct comun. 


18*. Dacă abc este un unghi triedru, P e Int 45 şi A, B, C sint puncte pe muchiile 
a,b,c, diterite deO, atunci semidreapta (OP şi In. ABC au un punct comun (fig. IV.9). 


Indicaţie. Fie a, B”, +” semiplanele limitate de dreapta OA conţinind respectiv punctele 


B, C, P. Deoarece P e Int Cf, segmentul (BC) şi semiplanul x” au un punct comun 
Q (exere. 11). Rezultă că P, Q sint de aceeași parte a lui OA; pe de altă parte, P, A se 


află de aceeași parte a lui 0Q (deoarece (AP) N(0BC) = 2), aşadar P e Int 103 ete 


$ 4. Mulţimi convexe 


Datiniţin. Se numeşte mulțime conpeză orice mulţime de puncte JA care 
are proprietatea: 


(1) P,Q e MN, Pr O=(PQ)ec AM. 


Exerciyii 


O 1. Să se arate că orice intersecţie de mulţimi convexe este o mulţime convexă. 

2. Să se arate că următoarele mulţimi sint convexe: planele, semiplanele, orice semi- 
spaţiu deschis sau închis şi interiorul unui unghi diedru. 

8. Poate fi un unghi diedru o mulţime convexă? 

4. Care dintre următoarele mulţimi sînt convexe: a) un unghi triedru, b) interiorul 
său, c) reuniunea: feţelor sale, d) reuniunea interiorului cu toate feţele? 

5. Fie o un semispaţiu deschis limitat de planul a şi 9 o mulţime convexă inclusă 
în planul a. Să se arate că mulţimea LU e este convexă. 
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jiilin. Se numeşte sferă de centru O şi rază r(r >> 0) mulţimea punc- 
telor din spaţiu pentru care OM = r (fig. IV.10). N 
Ea se notează $(0, r). Interiorul sferei S(0, r) este mulţimea 
Int S(0, r) ** (M |OM<r). 


Mulțimea &(0, r) U Int &(0, r) se numeşte corp sferic sau bilă. 


O 6. Să se arate că intersecţia (0, 7) cu un'plan ce trece prin O, este un cerc. 
7. Demonstraţi că Int (0, r) este o mulţime convexă. 
Vom defini în continuare o figură în spaţiu care generalizează supra- 
faţa triunghiulară din plan. Dăm mai întii o anumită caracterizare a supra- 
feţelor triunghiulare, care apoi va servi ca model pentru generalizare. 


IV.41 

Într-adevăr, fie X [ABC]. Deosebim cazurile: 1* X [AB] (resp. X &LAC)), 
atunci se ia Y = B (resp. Y = C); 2 X e[BC),seiaY=X; 3 X elnt ABC, atunci 
din teorema transversalei rezultă că semidreapta (AX taie latura [BC] intr-un punct Y 
deoarece X și A sint de aceeași parte a lui BC, rezultă [AX]N BC = a şi X e[AY]. 
Reciproc, dacă X e [AY] şi Y e [BC], atunci ţinind seama că [ABC] este o mulțime 
convexă, din A, Y S[ABC] rezultă că [AY]C [ABC] şi astiel X e [ABC]. 

Lema poate fi formulată mai scurt: Suprafaţa triunghiulară [ABC] 
coincide cu reuniunea segmentelor [AY], unde Y € [BC]. Luind acum în 
locul segmentului [BC] o suprafaţă triunghiulară [BCD), nesitiată în acelaşi 
plan cu A, se ajunge la noţiunea următoare: 

Dacă A, B, C, D sint patru puncte necoplanare, reuniunea segmentelor 
[AM], unde M E [BCD] se numeşte tetracdru şi se notează cu [ABCD] 
(fig. 1V.42). Punctele A, B, C, D se numesc virfurile, segmentele [AB], LAC], 
[AD], [BC], [BD], [CDI se numese muchiile, iar suprafeţele triunghiulare 
[ABC], [ABD], (ACD), [BCD] feţele tetraedrului [A BCD)]. Reuniunea feţelor 

a 


A 
AA 
e [2] 
[= y [ză > 
Fig. 1V.10. Fig. IV.u. Fig. IV.l2, 
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este numită suprafaţă tetraedrală, iar punctele A 
lui [ABCD] care nu aparţin nici unei feţe for- 
mează interiorul tetraedrului, care se notează cu 
Int (ABCD]. 
În definiţia tetraedrului virful A are un rol 
deosebit faţă de B, C, D. Teorema următoare ne fi 
arată că, totuşi, mulțimea [ABCD] rămine ne- 
schimbată dacă virturile sint luate în altă ordine. 
Teoremă. Oricare ar fi punctele neco- (A 
liniare A, B, C, D avem (ABCD) [BACD) Fig. 1V.18. 


Demonstraţie. Luăm P e[ABCD] şi arătăm că P e[BACD). Ştim că există 
M e LBCD] asttel ca Pe[AM) (fig. 1V.13). Din lemă rezultă că există B” e [CD] cu 
Me[BB'). Aplicind lema suprateţei triunghiulare LAB B'] deducem mai întii că Pe [ABB] 
şi apoi că există Ne[AB']cu Pe [BN]. Folosind lema şi în cazul lui (ACD], obţinem că 
N SLACD]. Aşadar P [BN] şi N &[ACD), ceea ce implică P E[BACD). Analog, 
Q e[BACD]= Q e[ABCD] şi teorema este demonstrată. 


Exereii 


8. Să se arate că unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obţin trei 
drepte concurente. 

Indicajie. Se formează trei paralelograme cu cite o diagonală comună. 

9*. Sa se arate că dreptele care unesc virfurile unui tetraedru cu centrele de greutate 
ale feţelor opuse sint concurente în acelaşi punct ca şi cele trei drepte din exerciţiul 8. 

10*. Fie (ABCD] un tetraedru. Se consideră unghiurile triedre care au ca muchii 
LAB, (AC, (AD: (BA, (BC, (BD; (CA, (CB, [CD; (DA, (DB, (DC. SA se arate că inter- 
secţia interioarelor acestor patru unghiuri triedre coincide cu interiorul tetraedrului 
[ABCD). 

11». Să se arate că oricare ar fi punctul M în interiorul tetraedrului (ABCD), 
există P e (AB) şi Q e (CD) asttel încit M e (PQ). 

12%, Interiorul tetraedrului [ABCD] coincide cu reuniunea segmentelor. (PQ) cu 
P e (AB) şi Q e (CD), iar tetraedrul [ABCD)] este egal cu reuniunea segmentelor închise 
(PQI, cind P S(AB] şi Q [CD]. 

18*. Demonstraţi că un tetraedru este o mulţime convexă. 

14*. Fie 9, şi OM, mulțimi convexe. Să se arate că reunind segmentele | PQ], pentru 
care P e, şi Q e ,, se obţine o mulţime convexă. 

15*+. Să se arate că interiorul unui tetraedru coincide cu intersecţia semispaţiilor 
deschise determinate de planele fejelor şi virful opus respectiv. Caracterizaţi tetraedrul 
ca o intersecţie de semispaţii. 


$ 5. Paralelism în spaţiu 


Potimiţie. O dreaptă d şi un plan « se numesc paralele dacă nu au nici un 
punct comun, ceea ce se notează d | «sau « |d. 
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Fig. IV. Fig. 1V.16. 
paralele, fie se intersectează într-un singur punct. 

Existenţa unei drepte paralele cu un plan rezultă din proprietatea urmă- 
toare. 

Proprietatea 1. Dacă o dreaptă d este paralelă cu o dreaptă a inclusă 
Intr-un plan «, atunci d este paralelă cu planul a sau este conținută in acest 
plan. 

„Demonstraţie. Putem presupune că de a (fig. IV.14). Atunci planele « 
și (da) sint distinete, deci « N (da) = a. Dacă d ar avea un punct comun A 
cu planul a din A E a şi A € (da) ar rezulta că A Ea (da) =a, deci 
dreptele a şi d ar avea un punct comun, ceea ce este imposibil. 

Proprietatea 2. Dacă o dreaptă d este paralelă cu un plan &, inr un plan fi 
trece prin d şi intersectează planul a, atunci a N 6 este o dreaptă paralelă 
cu d (fig. 1V.45). 

Demonstraţie. Ştim că a N 6 este o dreaptă d'. Dreptele d şi d! sint copla- 
nare şi nu au nici un punct comun (căci un punct comun al lor ar aparţine şi 
lui a, deci am avea d N « = 2). Rezultă căd d. 

Proprietatea 3. Fie d o dreaptă paralelă cu un plan « şi A € a. Atunci 
paralela la dreapta d, dusă prin A, este continută în planul a. 

Demonstraţie. Fie a paralela prin A la d şi b = a N (Ad) (fig. IV.16), 
Contorm proprietăţii 2, b || d. Din axioma paralelelor rezultă a = 5, deci 
ac a. 

Teorema 1. Dacă două drepte distinete d' şi d* sînt paralele cuoa 
treia dreaptă d, at dreptele d' şi d” sînt paralele între ele (fig. 1V.17). 


= 
A a 
> 
4 Z] 
Rezultă imediat că o dreaptă d și un plan a ce nu trece prin d sint fie 


Pin. 1V.l6. 


Pia. IV.47, 
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Demonstraţie. Dacă d! şi d” ar avea un punct comun A, prin acest punct 
ar trece două drepte paralele la d, în contradicţie cu axioma paralelelor. 
Aşadar d Nd” = a. Trebuie să demonstrăm că d' și d” sint conţinute într-un 
acelaşi plan. Fie P € d” şi « — (Pd'). Cum d || d', proprietatea 1 ne arată că 
dc asau d || a. Din d”|| d deducem că d” C a (ceea ce în cazul d C a rezultă 
imediat, iar în cazul d || a în virtutea proprietăţii 3). Aşadar d! şi d” sînt 
conţinute în planul 


Exercişii 


1. Fie d, d' două drepte paralele. Dacă dreapta d este paralelă cu un plan a, să so. 
arate că d” |la sau d'ca. 

Indicaţie. Contorm proprietăţii 3 există o dreaptă a C a, paralelă cu d. Folosiţi teo- 
rema 1 şi proprietatea 1. 

2. Se consideră o dreaptă d, paralelă cu planele « şi f, care se intersectează după 
dreapta a. Arătaţi că d |la. 

8. Printr-o dreaptă dată d duceţi un plan paralel cu o altă dreaptă d”. Discutaţi 
numărul soluţiilor. 

4. Să se determine reuniunea dreptelor care intersectează o dreaptă dată d şi sint 
paralele cu o altă dreaptă dată d” (d nu este paralelă cu d”). Fi 

5. Să se construiască o dreaptă care intilneşte două drepte date şi este paralelă cu o 
a treia dreaptă dată. Discuţie. 

6. Dacă un plan « intersectează planele secante B, după drepte paralele, atunci a 
este paralel cu dreupta 6 n Y. 

7. Un plan variabil taie două drepte paralele în punctele M şi V. Să se afle locul 
geometric al mijlocului segmentului [MAN]. 

8. Se dau două drepte. Duceţi printr-un punct dat un plan paralel cu ambele drepte. 
Discuţie. 

9. Să se construiască o dreaptă care trece printr-un punct dat, este paralelă cu un 
plan dat şi intersectează o dreaptă dată. Discuţie. 

10. Se dau dreptele du, da, da, asttel ca d || da, da nu este paralelă cu da şi de £ (du, dn); 
se ia pe d, un punct variabil M. Să se arate că dreapta de intersecţie a planelor (d.M) 
şi (daM) descrie un plan, cind M variază pe da. 

11%. Să se arate că dacă triunghiurile ABC şi A'B'C”, situate în plane diferite, au 
AB AB, AC |A'C” şi BC || B'C', atunci dreptele AA”, BB", CC” sint concurente sau 
paralele. 


Dotimiţie. Două plane a, f se numesc paralele şi se notează « || , dacă ele 
nu au nici un punct comun. 


Exerciţii 
O 12. Să se arate că dacă două plane sint paralele, orice dreaptă conținută în unul 
din ele este paralelă cu celălalt plan (fig. 1V.18). 


O 18. Dacă un plan intersectează două plane paralele, intersecțiile sint drepte paralele 
(fig. 1V.19). 
Indicaţie. Intersecţiile sint coplanare şi nu pot avea punct comun. 
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Fig. 1V18. Fig. 1V.19. 


1 Două pl « ] 
lel 


Demonstraţie. Presupunind că teorema este falsă, există planele distincte 
a! şi a, paralele cu un plan «, şi care se intersectează după o use tă d. Luăm 
punctele B Ea, A Ed şi un plan f, care trece prin A şi B, dar nu trece 
prin d (fig. ÎV.20) şi notăm d, =a«Np,d' =af,d”=—a" NB. Conform 
exerciţiului 13 :d' ||d, şi d” d. 

Avem d! i d”, căci altfel a' şi «” ar avea în comun dreptele d și d' în 
contradicţie cu a 7 a”. Deci prin punctul A trec două paralele la d,, ceea 
ce este absurd. Rezultă că teorema este adevărată. 

Existenţa planelor paralele era asigurată de teorema următoare. 


Demonstraţie. Ducem prin A dreptele distincte a şi b, paralele cu planul a 
(fig. IV.21). Planul 6 = (ab) este paralel cu a deoarece în caz contrar dreapta 
a [N 6 ar intersecta cel puţin una din dreptele a și d, în contradicţie cu a | a 
b ||. Așadar am obţinut un plan f, care trece prin A şi este paralel cu «. 
Dacă ar exista.încă un astfel de plan x, din teorema 2 ar rezulta că 6 || %, 
ceea ce este absurd (căci A € 6, A € y). Teorema este demonstrată. 


Fig. 1V.20. Fig. IV. 


Din demonstraţie, rezultă şi con- 
strucţia unicului plan 6, care trece prin 
punctul dat A şi este paralel cu planul 
dat a. Ducind prin A dovă drepte 
distincte a şi b, paralele cu a, se ob- 
ține planul (ad) = &. 

Dreapta a poate fi oricare dintre 
paralelele prin A la «, deci toate aceste 
paralele sint incluse în 6. Reciproc, 
orice dreaptă inclusă în 6 este paralelă 
cu a (vezi exerc. 1). Rezultă că reuni- 
unea dreptelor paralele cu un plan «, 
duse printr-un punct A, este un plan ie. Xp 
paralel cu a (fig. 1V.22). i : 


Exercişi 


14. Arătaţi că o dreaptă, care taie unul din două plane paralele într-un singur punct, 
taie şi pe celălalt. 

15. Arătaţi că dacă două plane sint paralele, atunci un plan care intersectează pe 
unul din ele după o dreaptă, taie şi pe celălalt. 

16. Dacă o dreaptă este paralelă cu unul din două plane paralele, atunci ea este sau 
paralelă și cu al doilea plan sau este conținută în acesta. 

17. Prin dreptele paralele d şi d' se duc respectiv planele « şi a”, distincte de (dd”). 
Să se arate că a ||a' sau (a Na”) |ld. 

Peoroma 4. Două unghiuri eu laturile respectiv paralele sînt con- 


uruente sau suplemontare 


Dă paid 

Demonstraţie. Fie AOB, A'0'B' cele două unghiuri (OA ||O'A' şi 
OB |0'B') despre care putem presupune că sint proprii şi nu sint coplanare. 
Fie d = 00'. Considerăm cazul: A' € (dA, B' € (dB (celelalte cazuri se 
reduc uşor la acest caz). Putem admite că (04) = (0'4'), (08) =(0'8) 
şi Be AA” (fig. 1V.23). Atunci OO'A'A şi 00'B'B sint paralelograme, deci 
(A4') = (00') = (88), de unde rezultă că şi AA'B'B este un paralelo- 
gram şi (AB) = (4'B). Teorema rezultă acum din congruenţa triunghiu- 
rilor OAB şi O'A4'B'. 

Teorema 4 permite să dăm următoarea 

Dotimiţie. Prin unghiul a două drepte d şi d' vom înțelege oricare din 

ma 

unghiurile ON, unde O este un punct oarecare al spaţiului, OM || d, ON | d 
şi m(MOX) E [0%,90] (fig. IV.24). 

Unghiul a două drepte date nu este determinat în mod unic, dar toate 


aceste unghiuri sint congruente între ele (în virtutea teoremei 4). Așadar 
măsura unghiului a două drepte are un sens precis. 
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Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


o 


0 Mm 


Fig. 1V.28. Fig. IV.24. 


Din teorema 4 rezultă de asemenea că măsura unghiului a două drepte d 
şi d' rămine aceeași dacă inlocuim dreptele d şi d! cu oricare drepte respectiv 
paralele cu d și d”. Acest fapt justifică definiţia următoare: 


Deliniţie. Prin direcția unei drepte d, notată cu dir d, înţelegem mulţimea 
formată din d și toate dreptele paralele cu d (este o mulţime de mulţimi). Prin 
unghiul a două direcții înţelegem unghiul format de cite o dreaptă din cele 
două direcţii (care nu depinde de alegerea dreptelor respective). 


Să însemnăm cu “2 mulţimea tuturor dreptelor şi să considerăm pe relaţia 
„dal da sau d, — da“, care se va nota cu d, = da. Avem evident d, = d, şi d, = d «d, = di 
deci relaţia este reflexivă şi simetrică. Dar ea este și tranzi n da = da d, = dy: 
Într-adevăr, dacă dintre cele trei drepte două coincid, implicaţi este evidentă, iar dacă 
di» da» da sint distincte atunci d, di, de ||d,, d, id, =, |ld, în virtutea teoremei 1, 

Rezultă că am definit o relaţie de echivalență. Clasa de echivalenşă determinată de 
o dreaptă d este constituită din dreptele d cu d! = d, adică din d şi toate dreptele para- 
lele cu d, deci coincide cu dir d. Aşadar, clasele de echivalență ale relaţiei „paralel sau egal“: 
coincid cu direcțiile. 

De aici rezultă că două direcții ori sint disjuncte ori coincid. Să arătăm acest rezultat 
fără reterire la teorema generală a claselor de echivalență (de fapt, vom repeta demonstra- 
ţia generală în cazul nostru). În acest scop presupunem că dir d, și dir d, au o dreaptă 
comună a și arătăm că dir d, = dir da. Fie d e dird,. Atunci d = d,; dar din a = du, 
a = da (căci a edir di, a e dird,), rezultă că d, = d,. Acum d = di, d, = da implică 
d = da. Aşadar d e dir d, = d e dir d, şi analog d' e dir d, =d' e dird,. 


Exerciţii 


18. Se dau un plan &, un punct A ea și o dreaptă dca. a) Să se construiască o 
dreaptă d' astfel incit: A ed! şi d' e dird. b) Să se construiască o dreaptă prin A, 
inclusă în «, care să formeze cu d un unghi de măsură dată a. Cite soluţii există? 

19*. Arătaţi că relaţia „« || 6 sau a = f“ definita pe mulţimea planelor este o rela- 
ţie de echivalență. Determinaţi clasele de echivalență. 

20*. Se consideră pe mulţimea tuturor dreptelor şi a planelor relaţia „z || y sau 
2 = y“, unde 2 și y sint drepte sau plane. Am definit o relaţie de echivalență? 


mai 


21. Arătaţi că două segmente paralele cuprinse între plane paralele, sint congruente. 


22. Să se arate că prin două drepte, care nu sînt conţinute într-un același plan, 
se pot duce două plane paralele în mod unic. Să se studieze şi situaţia cînd cele două drepte 
sint coplanare. 


28. Fie a şi B două plane paralele, A, Be «, iar CD o dreaptă paralelă cu « şi B. 
Preptele CA, CB, DB, DA taie planul 6 respectiv în M, N, P, Q. Să se arate că aceste 
puncte sint virturile unui paralelogram. 


24. Aflaţi locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremităţile în două 
plane paralele. 


Exerciţii recapitulative 


1. Prin două drepte date să se ducă cite un plan, astfel ca dreapta lor de intersecţie 
să fie conținută într-un plan dat. 


2. Fie a, d, e trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. Să se 
arate că planele (Pa), (Pb), (Pe) conţin o dreaptă comună. 


8. Fie A, B, C, D puncte necoplanare, iar a un plan care separă punctele A şi B; 
C şi D. Arătaţi că «N (BD) 4 a şiaN(4D) = a. 


4. Pe muchiile a, &, e ale unui unghi triedru de virt O se iau punctele A, B, C; fie 
apoi D e (BC) şi E e (AD). Arătaţi că (0EC Int d. 


5. Arătaţi că următoarele mulțimi sint convexe: interiorul unui unghi triedru, un 
tetraedru fără o muchie (fără o faţă). 


A şi 


6. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare și E, F, G, H mijloacele segmentelor 
LAB), (BC), [CD], (DA). a) Să se arate că EF || (ACD) şi punctele E, F, G, H sint copla- 
nare; b) Dacă (M) = EG N FH, să se afle locul geometric al punctului M cind A, B, C 
sint puncte fixe, în timp ce punctul D descrie o dreaptă dată d (sau un plan dat «). 


7.* Pe dreptele d, d” se iau punctele distincte A, B, C respectiv A", B', C”. Să se 


putem duce prin dreptele AA”, BB, CC” trei plane paralele între ele dacă și nu- 
dacă 


8.* Fie M, M” cite un punct mobil pe dreptele necoplanare d, d'. Să se afle locul 
geometric al punctului P care împarte segmentul (MM”) într-un raport dat. 


9.* Să se construiască o dreaptă care să întilnească trei drepte date respectiv în 
M, N, P şi pentru care MN / NP să fie un raport dat. 


10, Se dau dreptele d, d' care taie un plan dat « în punctele A şi A”. Să se con- 
struiască punctele M, M” situate respectiv pe d, d”, astfel înctt MM” | şi segmentul 
[MM'] să aibă o lungime dată /. Discuţie. 


Indicaţie. Duceţi prin A” o dreaptă d* || d. Două plane paralele cu a, unul fix, altul 
mobil, vor intersecta d, d', d+, în B, B', B* respectiv în M, M', M*. Se observă că 


Ppă 
Mm m BB3%". Problema revine la construirea unui triunghi cu două laturi date și 
un unghi dat. 
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11. a) Să se afle locul geometric al virtului P al triunghiului MNP, dacă laturile 
acestuia rămin paralele cu trei drepte fixe, virtul M descrie o dreaptă dată d, iar virful 
aparţine unui plan dat a. b) Aceeași problemă, cu deosebirea că M descrie un plan 
dat B. 


12. Pe muchiile [O4, [OB, [OC ale unui unghi triedru se consideră respectiv 
punctele M, W, P astfel ca OM = 104, ON = 10B, OP — 100, unde A este un 
număr pozitiv variabil. Să se afle locul geometric al centrului de greutate al triuughiu- 
ui MWP. | 

18.* ABCD şi A,B,C.D, fiind două paralelograme oarecare în spaţiu, se iau punctele 
As Ba, Ca, Da care împart segmentele [A4,), (BB), [CC,], (DD,] în același raport. Să se 
arate că A,B.CD, este tot un paralelogram. 

Indicaţie. Luăm pe (D,4), (C,B) punctele M, N astfel incit 

DIM Ca. 
MA NB 
AsMNB, şi D.MNC, sint paralelograme. 


| 
Ş 
| 
i 


Capitolul V 
Perpendicularitate in spaţiu 


$ 1. Drepte perpendiculare 


Dreaptă perpendiculară pe un plan 


Am definit unghiul a două drepte oarecare d și d! (nu neapărat situate 
într-un acelaşi plan). Dacă acesta este un unghi drept, dreptele d şi d! se numesc 


perpendiculare şi se notează d _L d'. Aşadar, dacă m(A0X) — 905, orice para- 
lelă la OA este perpendiculară pe orice paralelă la OB (fig. V.4). 

Fie d o dreaptă şi A € d. Putem construi drepte prin A perpendiculare 
pe d, considerind planele conţinind d şi trasind în ele prin punctul A cite o 
perpendiculară pe d. Deoarece prin d trec o infinitate de plane, există o infi- 
nitate de perpendiculare prin A pe d (fig. V.2). 


Teorema 1. Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe două drepte 
rente conținute într-un plan «, atunci dreapta d este perpendiculară pe 
n dreaptă sitnată în planul «. 

„Demonstraţie. Fie d L a,d _ b, unde a şi & sint drepte concurente, a, bc a 
şi e o dreaptă inclusă în a. Trebuie să arătăm că d _ c. Putem admite fără a 
restringe generalitatea că cele patru drepte trec printr-un punct comun O 
(fig. V.3). Alegem punctele A € a, BE d, M, M' € d asttel incit ele să fie 


d 
|-— 
o A 
Fig. Va. Fie. V.2 Fie. V.8. 
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distinote de O, (OM) = (OM') şi AB să intersecteze dreapta c într-un punct C. 
Din AOAM = AOAM' şi AOBM mm AOBM' rezultă (AM) = (AM!) şi 


(BM) = (BM), deci AABM = AABM' şi avem Sâ = BA. Dar 
atunci ACAM = ACAM şi se deduce că triunghiul CM este isoscel; cun 
[CO] este mediană, este şi înălțime. Deci d | e. 

Teorema 1 ne îndreptățește să dăm următoarea 


Pefiniţie. O dreaptă d se numește perpendiculară pe un plan a dacă ea 
este perpendiculară pe orice dreaptă inclusă în planul &. În acest caz se scrie 
d a sau a _L d și se mai spune că a este perpendicular pe d. 

Cu acest termen teorema 1 se enunţă astfel: Dacă o dreaptă este perpen- 
diculară pe două drepte concurente conţinute într-un plan «, atunci ea este per- 
pendiculară pe planul «. 

Din demonstraţia teoremei 1 rezultă imediat şi un mod de a construi un 
plan perpendicular pe o dreaptă d, printr-un punct P € d, deci rezultă şi 
existența unui astfel de plan: ducind prin P dreptele distincte a, 5 _L d, se 
obţine un plan (a5) perpendicular pe d. 

Să considerăm acum dreptele prin P. Cele conţinute în (ab) sint perpen- 
diculare pe d. Reciproc, dacă d 3 P şi d' L d, atunci d'c (a b). Într-adevăr, 
planele (ab) şi (dd') se taie după o dreaptă c (fig. V.4). Cum cc (ad), din 
teorema 1 rezultă că e d. Dar în planul (dd') putem duce prin P doar o 
singură perpendiculară pe d, deci d! = e şi d'c(a b). Am obţinut următorul 
rezultat: orice plan prin P, perpendicular pe d, coincide cu reuniunea dreptelor 
perpendiculare pe d, care trec prin P. Cum această reuniune este determinată 
în mod unic cind se dau P și d, rezultă că ezistă un singur plan trecînd prin P 
şi perpendicular pe d. Acest rezultat rămine valabil şi în cazul cind P e d: 

Tooroma 2. Fiind date o droaptă d şi un punct P, există un singur 
plan trecînd prin P şi perpendicular pe d. 

Demonstraţie. a) Am văzut că teorema este adevărată în cazul P € d, 
Să presupunem acum că Pe d (fig. V.5). Ducem în planul (Pd) perpendicu- 


Fie. Vi. Fie. V.5. 
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lara PP! pe d(P' € d) şi notăm cu a« (unicul, 
plan prin P” perpendicular pe d. Deoarece 
P'P L d, avem P'PC a, deci PE a şi exis- 


tența este demonstrată. Pentru unicitate să 
observăm că dacă un plan 6 conţine punctul P <> 
şi B_Lad, atunci PP'CB, dei P'eg. a 
Din d_ 6 și P'EB rezultă 3 = a şi unicita- 
tea este demonstrată. Fig. V.6. 


Tooroma 3. Oricare ar îi planul = și punctul P, există o singură 
dreaptă caro trece prin P şi este perpendiculară 


Demonstraţie. n planul a alegem dreptele secante b şi c, şi ducem prin P 
planele 6, respectiv perpendiculare pe B, c, care se taie după o dreaptă d 
(fig, V.6). Avem b L d,c L d, deci d .L a (în virtutea teoremei 1) şi deoarece 
P € d, existenţa este demonstrată. Dacă d! este o dreaptă prin P și d! L &, 
atunci d' Lb, d' Le, de unde deducem că d'c f și d'c y. Dar atunci 
d CN y =d, deci d' = d şi unicitatea este demonstrată. (Această demon- 
straţie este valabilă pentru ambele cazuri: P € «şi P Ea.) 


Exerciţii 


1. Să se construiască o dreaptă care să treacă printr-un punct dat A și să fie per- 
pendiculară pe două drepte date d şi d'. 


2. Să se arate că există trei drepte cu un punct comun, perpendiculare două cite 
două. 


8. Fie a, b, c, d patru drepte cu un punct comun, d fiind perpendiculară pe a, b, e. 
Să se arate că dreptele a, &, e sint coplanare. 


4. Arătaţi că nu există patru drepte cu un punct comun, perpendiculare două 
cite două. 


5. Fie d La şi d” ||d. Arătaţi că d La. 

6. Să se arate că două drepte distincte, perpendiculare pe un plan &, sint paralele, 
7. Dacă d La și d! la, atunci d” | d. 

8. Arătaţi că două plane perpendiculare pe o dreaptă sint paralele între ele. 


Q 9. Să se arate că locul geometric al punctelor egal depărtate de două puncte distincte 
A şi B este un plan perpendicular pe AB, care trece prin mijlocul O al segmentului [AB], 
(numit planul mediator al lui LAB). 

Indicaţie. Fie a« planul prin O perpendicular pe AB. Dacă AM = BM, atunci 
MO | AB, deci M e a: Dacă M e a, atunci MO | AB, deci AM = BM. 


10. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu egal depărtate de virturile unui 
triunghi ABC. 


11. Arătaţi locul geometric al punctelor egal depărtate de toate punctele unui cerc. 
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Teorema 4. (Teorema celor trei perpendiculare.) 
Pie PA o dreaptă perpendiculară pe un plan «(A € a), d o dreaptă conținută. 
în planul «și AB d, B € d. Atunci PB d (fig. V.7) 

Demonstraţie, Deoarece d AP, d UL AB, rezultă că d este perpendicu- 
lară pe orice dreaptă conținută în (PA B) (teorema 1), deci d_ PB. | 

Teorema reciprocă 1. Dacă PA La A Ea,dca PB LL d, 
PB E d, atunci AB _L d(fig.V 7) 

Teorema reciprocă 2. Dacă A ca dc a ABAd, Bed, 
PB d, PA L AB, atunei PA A a (fig. V.7). 

Demonstraţiile teoremelor reciproce se lasă ca exerciţiu. | 

Să considerăm un plan a şi un punct A & a. Dacă A4'_L % A'€Ea, 
punotul A” se numeşte piciorul perpendicularei din A pe planul 4 sau proiecția 
ortogonală a punctului A pe planul «, iar numărul AA", notat cu d(4, a), 
se numeşte distanța de la punctul A la planul « (fig. V.8). Dacă A e« 
d(A, a) 410. 

Teorema bd. Fie un Plan a, un punet A e «şi M <a. Atunei distanța 
de la A In a este mai mică san egală eu distanța AA. 

Demonstraţie. A" fiind piciorul perpendicularei din A pe planul a, dacă 
A' 7 M în triunghiul dreptunghic AA'M segmentul [AA'] este o catetă, iar 
[A M] ipotenuza. 


Observaţie. Distanţa de ta un punct A la o dreaptă a (care nu trece prin A) se defineşte 
ca şi în geometria plana: ducind în planul (4a) perpendiculara din A pe a şi notind cu 4" 
Piciorul acesteia, distanţa de la A la a este dată de d(A, a) — 44 Se ştie că d(A, a) 
este cea mai mică dintre distanţele AM, unde M <a. 


Exerciţii 


12. Fie ABC un triunghi isoscel (AB) = (AC), M mijlocul laturii [BC] şi AN 
perpendiculară pe (ABC); arătaţi că MN | BC. 

18. Fie A”, B', C* picioarele perpendicularelor duse dintr-un punct oarecare P din 
SPaţiu pe laturile triunghiului ABC. Arataţi că ducind în planul (ABC) perpendicularele 
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pe laturile lui ABC în A“, B”, C”, se obţin trei drepte concurente. Generalizare pentru un 
poligon. 


14. Pe planul paralelogramului ABCD se ridică perpendiculara AF. Să se calculeze 
distanţele de la punctul E la dreptele BC şi CD, ştiind că AB = 2a, AD = AE = a şi 


Ps 
m(BAD) = 60. 


15. Se dau: planul a și punctele A ea, B ga. O dreaptă variabilă d trece prin A şi 
este conținută în planul a. Să se afle locul geometric al picioarelor perpendicularelor din 
B pe d. 


16. Se dau: dreapta a şi punctul A g£ a. Se cere locul geometric ăl picioarelor per- 
pendicularelor din A pe planele care trec prin a. 


17. Se consideră un plan a care trece prin mijlocul unui segment [AB]. Să se arate 
că punctele A şi B sint egal depărtate de planul a. 


18. Determinaţi un plan care să treacă printr-o dreaptă dată, să fie echidistant de 
două puncte A şi B date şi să separe punctele A şi B. 


Indicaţie. Planul va trece prin mijlocul segmentului LAB]. 


19. Printr-un punct dat să se ducă o dreaptă care să intersecteze o dreaptă dată şi 
să fie perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 


20. Fie a și f două plane distincte, a căror a 


intersecţie este dreapta d și fie M un punct nesituat 
în aUB. Se duc dreptele MM, şi MM,, perpendicu- 
lare respectiv pe a, 8. Să se arate că dreapta d este 
perpendiculară pe planul (MM,M,). B 


21. Fie a un plan, d o dreaptă în a şi A un sc ae 2 
punct exterior lui «. Din A se duce perpendiculara AB 
pe d(B ed), iar prin PB perpendiculara d' pe d, 

situată în a. Se ia pe d” punctul C astfel ca ABE Fig. V.9. 

să fie un unghi ascuţit şi (BC) m (AB). Din C se 

duce perpendiculara CC” pe AB (C'e AB) şi se ia pe (CB) punctul D astfel ca 
(CD) m (AC'). Să se arate că dreapta AD este perpendiculară pe planul «. 


22*. Se dau un plan a şi un punct A a. Să se afle locul geometric al punctelor 
M e a astiel ca segmentul (AM) să aibă o lungime dată. 


28. Fie O punctul de intersecţie al mediatoarelor unui triunghi ABC şi M un punct 
nesituat în planul (ABC). Să se arate că OM L (ABC) dacă şi numai dacă (AM) = 
= (BM) = (CM). 


24. Fie O, A, B, C patru puncte astfel ca OA LOB | OC LOA şi se notează a = 
=0A, b = OB, c = OC. 1) Să se calculeze lungimile laturilor triunghiului ABC în funcţie 
de a, b, c. 2) Să se calculeze aria of ABC] şi să se demonstreze relaţia ol ABCP = o[OABP + 
+ dlOBCE + alOCAR. 3) Să se arate că proiecția ortogonală a punctului O pe planul 
(ABC) este ortocentrul H al triunghiului ABC. 4) Să se calculeze distanța OH. 


Indicaţie. 3) Se va arăta că AB | CO, AB OH, din care se deduce că AB | CH 
(tig. V.9). 
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25+. Se consideră punctele necoplanare A, B, C, D şi dreptele AA“, BB", CC', DD' 
perpendiculare respectiv pe planele (BCD), (ACD), (ABD), (ABC). Să se arate că dacă 
dreptele AA” şi BB' sint concurente, atunci dreptele CC”, DD” sint coplanare. 


Indicaţie. Din CD | AA", BB se va deduce că CD | AB. În continuare se va folosi 
faptul că prin CD putem duce un plan perpendicular pe AB. 


26. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Să se arate că AB | CD şi AC _L BD 
implică AD |. BC. 


27*. Pe muchiile unui unghi triedru cu virtul O se iau punctele A, B, C, astfel ca 
(OA) = (OB) m (00). Să se arate că piciorul perpendicularei din O pe planul (ABC) 
coincide cu punctul de intersecţie al mediatoarelor triunghiului ABC. 


$ 2. Inegalități geometrice. 
Unghiul unei semidrepte cu un plan 


Temă. Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C" au (AB) mm (A'8), (AC) a 
=(4'c'), 4 >, atunci (BC) >(B'0). 

Demonstraţie. Construim punctul D în semiplanul lui C, faţă de AB, 
astfel ca AABD m AA'B'C, (fig. V.10). Atunci triunghiul A DC este isoacel 
şi (AD e Int BAT, deci și biseotoarea unghiului CAD va fi situată în inte- 
riorul Iyi JAY, prin urmare aceasta va intersecta segmentul (BC) intr-un 
punot £. Rezultă (EC) m (ED) şi BC = BE + EC = BE + ED > BD = 
= po. 

vorolar. Dacă triunghiurile ABC şi A'B'C" au (AB) m (A'B'), (AC) m 
. (4'0), (BO) >(C"), atunci Î > Â-. 

Demonstraţi corolarul prin reducere la absurd! 

Să considerăm un plan dat « şi o semidreaptă dată [AB cu A E &, 


B e «. Vom studia unghiurile formate de [AP cu diferitele semidrepte de 
origine A, situate în planul «. Dacă AB _L a, toate aceste unghiuri sint con- 


2 c? 


„ — . 
A 8 4 [i 


Fig. V.10. 
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pruente. Dacă AB nu este perpendicular pe a, unul dintre ele este mai mic 
decit celelalte; teorema următoare precizează acest unghi. 


Peorema 1.Fieaun plan, A € a, Be a, iar 2 proiecția ortogonală 
a punctului pe planul « (fig. V.11). Oricare ar fi punctul WE a (AB, 


avem 
ab < MAd. 


Demonstraţie. Determinăm punctul N E (AM astiel ca (AN) = (AB). 
Deoarece BB! este distanţa de la B la planul a rezultă BN > BB! şi apli- 


cînd corolarul de mai sus triunghiurilor ABW şi ABB', obținem că NA > 
Pi 
> B'AB. 
Detiniţie. Unghiul JFAE se numește unghiul semidreptei LAB cu planul a. 
EI este cel mai mic unghi format de [AB cu o semidreaptă de origine A, 


inclusă în a. Unghiul FAB se mai numește unghiul dreptei AB cu planul a. 


Exerciţii 8 


1. Cu notaţiile figurii V.ii avem de | 
asemenea: MAY < MAX. 
Indicaţie. Fie MM' | AB, M' e AB". LC 
Cum MM” | BB”, dreapta MM” este per- 
pendiculară pe planul (ABB”). Aplicaţi teo- 
rema 1 semidreptei (AM şi planului (ABB). 
Fig. Vaal. 


2. Virtul A al triunghiului isoscel ABC ((AB) m (AC)) se proiectează ortogonal 
în A* pe un plan a care trece prin BC. Arătaţi ca AC > BAY (fig. V.12). 


Indicaţie. Fie D mijlocul lui [BC] şi E e (DA, (DE) a (DA). BY este un unghi 
exterior al triunghiului A'CE. 


Fig. VA2. Fig. Va. 
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3 
Teorema 2. Într-un unghi iriedru 25 avem 


a 
Demonstraţie. Fie O virtul lui abc, A, B, C cite un punct pe a, d, c, distincte de O, 
iar B” piciorul perpendicularei din B pe planul (0AC) (fig. V.13). Gontorm exerciţiului 1 


m(2) > m(403), m(f) > m(F0ă). 


Pi Pe Pi Ps i 
Dacă B'e Int AOC sau B'e A0€, suma m(Â0Ă”) + m(f/OE) este egală cu m(42), iar 


Ps PS 
dacă B' este în exteriorul unghiului AOE, atunci această sumă este mai mare decit m(G2). 
În orice caz 


pia pe 
m(40) + m(7F03) 3 m(âz 
şi teorema rezultă din inegalităţile stabilite. 


Exerciţii 


8. Cu notaţiile teoremei 1, fie LAB” semidreapta opusă lui [AB”. Să se arate că pentru 
orice punct M ea —[AB* avem SAY = Mă. 
ps Pe Pa PS 
4». Arătaţi că pentru orice unghi triedru abc avem m(ad) + m(be) + m(ca) < 3600, 
B+. Fio a un plan, Aa, iar B şi C două puncte de aceeași parte a lui « astfel 
Psi 
ca AC | a. Arătaţi că CAF este un complement al unghiului format de [AB cu a. 


6». Fie 2% un unghi diedru cu muchia m şi A & m. Să-se arate că dintre toate semi. 
dreptele cu originea A şi conţinute în semiplanul 6, aceea formează unghiul cel mai mare 
posibil cu planul a, care este perpendiculară pe m (suportul ei se numeşte dreapta de cea 
mai mare pantă a lui 6 taţă de a). 


$ 3. Măsura unul unghi diedru. Plane perpendiculare 


Fie Ză' un unghi diedru propriu și O, O! două puncte oarecare pe muchia 
lui. Se duc în semiplanul a semidreptele (OA, (0'A, iar în f' semidreptele 


(OB, (0'B toate perpendiculare pe 00! (fig. V.14). Unghiurile AGE și 


au laturile paralele; mai mult, ele se găsesc în situaţia de pe figura 
IV.23 şi din demonstraţia teoremei 4 de la Cap. IV. $5 rezultă că 


(1) 408 = 46%. 
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Dorința. Prin măsura unghiului diedru propriu Să înţelegem 
pe 
numărul m(â%') d m(40B). 
Relaţia (1) ne arată că acest număr nu depinde de alegerea lui O € d, 


deci el este determinat unic pentru fiecare unghi diedru propriu. Prin definiţie, 
un unghi dicdru nul (respectiv plat) are ca măsură 0* (respectiv 1809). 


Datini. Semiplanele ar şi ' se zic perpendiculare dacă m(î7%7) = 909. 
În acest caz şi planele &, , care conţin semiplanele a, f', se numesc perpen- 
diculare şi se notează aL B. Evident a LB=fLa. 


Exerciţii 


1. Fie a un plan, a un semispaţiu închis limitat de a, a” un semiplan conţinut în a şi 
a un număr real, cuprins între 0 și 180. Să se arate că există un singur semiplan f', avind 


frontieră comună cu «', astfel încît B'c o şi m(af') — 


Indicaţie. Problema revine la consi 
frontiera lui «'. 


rea unui unghi într-un plan perpendicular pe 


o 2. Pie ZF un unghi diedru propriu. Construiţi un semiplan ş” astfel ca m(sÎ7) 


= m(37). Arătaţi că problema are două soluţii dintre care una este situată în Int 
(numit semiplanul bisector al lui SĂ; suportul său se numeşte planul bisector al lui d3:). 
8. Să se arate că locul geometric al punctelor egal depărtate de două plane secante 
a, B este format din două plane perpendiculare, şi anume din reuniunea planelor bisec- 
toare ale unghiurilor diedre determinate de a şi 6. 
meoorema 1. Dacă d este o dreaptă porpendicvlară pe un plan a, atunci 
orice plan f caro conține dreapta d, este perpendicular pe planul « (fig. V.15) 
Demonstrație. Dacă a = ap, (4) = da şi «, B' sint semiplane de 
suport a respectiv B, limitate de a, atunci ducind prin A, în planul a, dreapta b 
= 


BP) = 900. 


perpendiculară pe a, avem d _L b, deci m(a 


Fig. V.14. Fig. V.l5. 
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Exerciţii 


9 4. Dacă a şi P sint două plane perpendiculare, Q e B şi d perpendiculara prin O pe a, 
să se arate că JeB. 


5. Se consideră o dreaptă d inclusă în planul a. Arătaţi că reuniunea dreptelor per- 
Pendiculare pe «, care intersectează dreapta d, este un plan perpendiculei, pe a. 


tp.6» Să se afle locul geometric al punctelor la egală distanţă de două drepte concu- 
rente. 

7. Arătaţi că un plan a perpendicular pe două plane secante este perpendicular pe 
intersecţia lor. 


8». Fie A un punct nesituat în planul a. Să se afle intersecţia tuturor planelor care 
conţin punctul A şi sînt perpendiculare pe planul a. 


9». Duceţi printr-o dreaptă dată un plan perpendicular pe un plan dat. 
10%. Duceţi printr-un punct dat un plan perpendicular pe doua plane date. 
11, Intersectaţi un unghi diedru cu un plan astfel ca unghiul de secţiune să fie drept. 


12. Arătaţi că o dreaptă d și un plan a, perpendiculare pe un alt plan, sint paralele 
între ele sau dreapta d este conținută în planul a. 


19. Fie a şi B două plane perpendiculare, A e a, iar d o dreaptă perpendiculară pe B. 
Să se arate că paralela prin A la d este conținută în planul a. 


14. Dacă trei plane perpendiculare pe un plan se intersectează doua cite două după 
dreptele a, d, c arătaţi că a |]d je. 


159. Dintr-un punct A se due perpendicularele AB şi AC pe planele fețelor unui 
E = a 
unghi diedru 4%. Sa se arate: m(520) = m(3/) sau m(FA4E) = 180 — m(2%). 


$ 4. Proiecţii ortogonale 


Proiecţia (ortogonală) a unui punct P pe un plan a a fost definită în ŞA 
ca intersecţia cu planul a a perpendicularei pe a, dusă prin punctul P. Ea se 
notează: P* = praP. 

Prin proiecția unei mulțimi A pe un plan a se înțelege mulţimea 


Praf = îpraP | Pe m), 
formată din proieoţiile tuturor punctelor din M. 


Teorema 1. Proiceția unei drepte d pe un plan « este o dreaptă sau 
un punet. 


Demonstrație. Dacă d_L a, este clar că prad este uri punct. Să presupunem 
în continuare că dreapta d — AB nu este perpendiculară pe planul a 
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(fig. V.16) şi A g a. Fio A*, B* pro- e 
iecţiile lui A,B pe a şi 6 = (44* B). 
Deoarece f conţine o dreaptă perpen- A 
diculară pe a rezultă că p L a. Fie M 
un punct oarecare de pe dreapta d 
şi M* = pra M. Atunci MM* | AA* 
şi MM* c B, deci M* EaNg = A*B*. 
Astfel am arătat că pradC A*B*. 5 
Pentru a demonstra incluziunea 
contrară, luăm un punct oarecare 
N E A*B* şi arătăm că N € prad. Paralela la AA*, dusă prin W, este 
conținută în planul 6, deci va intersecta dreapta d într-un punct P. Atunci 
W = pra P, deci N € prad. 
Planul 6, determinat prin 3 _L a şi 6 D d, se numeşte planul proiectant al 
dreptei d. Reţinem că proiecția dreptei d pe planul « poate fi obţinută prin 
intersecţia planului « cu planul proiectant al lui d. 


az 


Fig, V.16. 


Exerciţii 


1. Sa se arate: dacă dreptele d şi d! sint paralele atunci prad | prad” sau prad = prad'. 
Ce putem spune despre planele proiectante ale lui d şi d'? 

2. Arătaţi că proiecția unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un 
segment. 


ă se arate 


Pai 
8. Știind că latura [OA a unghiului drept AOX este paralelă cu un plan «, 


că proiecția pe planul a a unghiului A0X este un unghi drept. 

4. Fie A'B'C” proiecția triunghiului ABC pe un plan a. Arătaţi că centrul de greutate 
al triunghiului ABC se proiectează în centrul de greutate al triunghiului A'B'C”. Este 
valabil un rezultat analog pentru ortocentru? 

5. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu care se proiectează pe un plan 
după o dreaptă dată. 

6*. Fiind date punctele necoplanare A, B, C, D, să se determine un plan pe care 
punctele A, B, C, D se proiectează în virfurile unui paralelogram. 

7*. Se consideră toate triunghiurile din spaţiu care se proiectează pe un plan « după 
același triunghi. Să se afle locul geometric al centrelor lor de greutate. 

8*. Fie A un punct nesituat pe dreapta d. Determinaţi un plan a astfel încît prad să 
treacă prin praA. 

9*. Determinaţi un plan pe care trei drepte date să se proiecteze după drepte con- 
curente. 

10%. Fie a, două plane care se taie după o dreaptă a și fie d o dreaptă perpendiculară 
pe a. Să se arate că proiecţiile dreptei d pe planele a, f sint concurente. 

11, Se consideră un triunghi triedru astfel ca nici una din muchii să nu fie perpen- 
diculară pe faţa opusă. Arătaţi că proiectind muchiile pe feţele opuse, se obţin trei plane 
proiectante care conţin o dreaptă comună. 
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Prin unghiul a două plane a şi 8, care 
se intersectează după dreapta d, vom înţelege 


oricare unghi JO, unde O € d, ME ac p, 


OM La, ON _Ld şi m(IfON) < 90 (fig. V.417). 
Dacă a II sau a = B, prin unghiul lui a şi 6 
înțelegem un unghi nul. Ca şi unghiul a două 
drepte, nici acestă noţiune nu este determinată 
V17. unic, dar toate unghiurile a două plane a şi 6 sint 

congruente intre ele. Aşadar, măsura unghiului 
a doui plum seeante este un număr unic, egal cu cea mai mică dintre măsu- 
rile unghiurilor diedre determinate de planele « și g. $ 


Fire, 


Teorema 2. Dacă triunghiul ABC, situat în planul a, are aria 


proieeția lui ABC pe planul $ are aria S' şi măsura imighiului celor două plane 
este ș, atunei 
(1) C 

Demonstrația se tace în trei etape. 

1) Fie latura [BC] a triunghiului ABC situată în planul 6 (fig. V.418), 
A" = Pra și D = proc. Conform teoremei celor trei perpeliculare 

ea: să . A”, 
A'D.L BC, deci e = u(ÂDĂ'). Din egalităţile s — BCA, s= Ze 40, 
4'D = AD: cos ș deducem imediat relaţia (1). 

2) Latura [BC] este paralelă cu planul (fig. V.49). Fie A", B”, C” proiec- 
țiile punotelor 4, B, C pe planul 6. Putem duce prin dreapta BC un plan 65 
Paralel cu , care taie dreapta AA” in A*. Se observă că patrulaterele” BCC.Be, 
CAYA'C', A*BB'A' sint dreptunghiuri, deci AA*BC m AA'B'C" și acesti 


Fig. V.18. Fie. V.19. 
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triunghiuri au arii egale. Ținind seama Fig. V.20. 
şi de faptul că planul « determină cu 
planele 6 şi B* unghiuri de aceeași 
măsură, formula (1) este valabilă şi în 
acest caz. 

3) Considerind cazul general 
putem presupune că (CC) < (BB) < 
< (44). Intersectăm planul paralel 
cu 6, dus prin B, cu planul « după 
dreapta BD (unde D € (4C)). Punc- 
tele A, B, C, D se proiectează pe 
planul 6 în A%, B', C”, D' (fig. V.20). 
Notind cu Su, Sa Si, Să ariile triunghiurilor ABD, CBD, A'B'D' respectiv 
a" B' D', putem scrie conform cazului 2): 

(2) Si = Su cos p, Sa = Sa cos e. 


Dar Si + Sa = SS. + Sa 
(2), se obţine relaţia (1). 


deci adunind membru cu membru egalitățile 


erelţ 


12. Arătaţi că formula (1) este valabilă şi în cazul în care $ reprezintă aria unei supra- 
reye poligonale situate în planul a, iar :S” aria proiecției ei pe planul f. 

Indicaţie. Descompunaţi suprafaţa poligonală în triunghiuri. 

18. Fie ABC un triunghi, AB =9, BC = 10, AC = 17. Proiecţia triunghiu- 
lui ABC pe un plan f are aria egală cu 18. Să se afle măsura unghiului planelor 
(ABC) şi B. 

14. Se aa triunghiul ABC cu laturile BC = 4, CA = 6, AB = 3. Seridică în A, BC 
perpendiculare pe planul triunghiului şi se iau pe ele, de aceeaşi parte a planului (ABC), 
punctele A”, B”, C astfel ca AA” = 2, BB" = 6, CC” — 9. Să se calculeze măsura unghiului 
planelor (ABC) şi (4"B'0"). 

15. Triunghiul ABC, avind laturile AB = 5, AC = 12, BC — 13, se proiectează 
pe un plan paralel cu latura [AC] după triunghiul A'B'C”. Știind că A'B' = 4, să se cal- 
culeze B'C' şi măsura unghiului planelor (ABC) şi (4'B'C”). 

16. Se consideră dreptele OA, OB, OC, perpendiculare două cite două. Știind că 
OA = a, OB! = b, OC = e, să se calculeze măsura unghiului planelor (ABC) şi (OAB). 


17. Să se arate că pătratul lungimii unui segment este egal cu semisuma pătratelor 
lungimilor proiecţiilor acelui segment pe trei plane perpendiculare două cite două. 

18. O dreaptă taie două plane perpendiculare a şi f în A şi B. fie A", B” proiecţiile 
punctelor A, B pe dreapta «6. 1) Arătaţi că AB: = AA2+ A'B2+ B'B1. 2) Dacă 
a, b, e sint măsurile unghiurilor dreptei A cu planele a, f şi cu a N, atunci 

AB D 
cosc = AF. şi sina + sin:b = sinăc. 
: age 


a 


G — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


19. Fie ABC un triunghi situat într-un plan «, A'B'C“ proiecția lui pe un plan f, 
iar A”B"C” proiecția triunghiului A"B"C“ pe planul a. Notind cu S, S, S* ariile triunghiu. 
rilor ABC, A'B'C', A"B"C” să se arate că S' este medie proporţională între S şi S”. 


Exerciţii recapitulative 


1. Un tetraedru [ABCD] are (AC) = (AD) = (BC) = (2D). M şi N 
loacele muchiilor [AB], [CD), să se arate: 

a) MN_LAB, MN | CD, AB | CD. 

b) Dacă A”, B', C“, D' sint picioarele perpendicularelor duse din virfurile A, B, C, D 
pe feţele opuse ale tetraedrului, punctele B, A, N sint coliniare, şi la fel A, B', N; D, C', 
M; C, DM. 

c) AA", BB, MN şi CC", DD', MN sint cite trei drepte concurente. 

2. Dacă semidreptele [OA şi [OB au originea lor în planul a, OA | a şi OB La 
atunci cele două semidrepte formează un unghi ascuţit sau obtuz, după cum sint sau nu 
de aceeași parte a planului a. 

8. a) Arătaţi că cele şase plane mediatoare ale muchiilor unui tetracdru au un punct 
comun. b) Prin acest punct trec şi perpendicularele pe feţele tetraedrului, duse prin cen- 
trele cercurilor circumscrise acestor feţe. 

4. Să se afle locul geometric al punctelor din spaţiu care au diferența pătratelor dis- 
tanţelor lor la două puncte date egală cu un numâr dat. 


d mij- 


5. Se dau un plan a, un punct A e a,un punct B ga şi un unghi ÎĂ. Sa se constru- 
iască o semidreaptă [AM, inclusă în planul a, care să formeze cu [AB un unghi congruent 


cu ÎĂ. Discuţie. 

O 6. Fie d şi d' două drepte necoplanare. Să se arate că există punctele unice A e d, 
A' e d' astiel ca AA' | d şi AA” | d”. (Dreapta AA” se numeşte perpendiculara comună 
a dreptelor d şi d'.) 

Indicaţie. Există un plan unic a care trece prin d şi este paralel cu d!. Cum A/A tre- 
buie să fie conţinut în planul proiectant al lui d” pe a, punctul A coincide cu d N prad, 
iar A* cu intersecţia lui d' cu perpendiculara pe a, ridicată în punctul A (fig. V.21). 

O 7. Cu notaţiile exerciţiului 6 fie Med, M' e d'. Să se arate că A4' < MM”, ega- 
litatea fiind posibilă numai dacă M = A şi M' = A”, 

B+. Fie AA” perpendiculara comună 
a dreptelor necoplanare d, d şi Med, 
M'ed' asttel ca (AM) = (4'M'). Să se 
afle locul geometric al mijlocului segmen- 
tului (MM. 

9. Într-un plan a se dau două drepte 
perpendiculare d,, d, care se intersectează 
în punctul O. Distanţele unui punct M 
din spaţiu, nesituat în planul «, la drep- 
tele d, și d, sint egale respectiv cu 3a şi 
sa, iar MO= 3ay/2. Să se calculeze 
distanţa de la M la planul a. 

10. Se consideră un  tetraedru 
[YA BC] cu următoarele proprietăţi: ABC 
Fig. V.21. este un triunghi echilateral de latură a 
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(ABC) L (YBC), iar planele (VAC) şi (VAB) formează cu planul (ABC) unghiuri de mă- 
sură 60%. Să se calculeze distanţa de la punctul P la planul (ABC). 


11. Se dă dreptunghiul ABCD cu AB = 4 şi BC = 2. Pe planul dreptunghiului 
se ridică perpendicularele AA4,, BB+, CC, şi DD, punctele As, Bu, Cu, Du fiind de aceeaşi 
parte a planului (ABC) şi AA, = 3, BB, = 8, CC, = 1, DD, =2. M şi N fiind mij- 
loacele segmentelor [AC1] respectiv [B,Di], să se calculeze lungimea segmentului 
[MNI. 

12. Toate muchiile unui tetraedru au lungimea a. Să se arate că un virf se proiectează 
pe faţa opusă în centrul de greutate al acesteia. Să se afle măsura unghiurilor diedre deter- 
minate de cite două feţe. 


Pi 

18. Se consideră un tetraedru [ABCD] asttel ca AB = AC = a, m(BAC) = a şi 
semidreptele [AD, (BD, [CD formează cu planul (A BC) unghiuri congruente, de măsura B. 
Să se'calculeze distanţa de la punctul D la planul (ABC). 


14. Fie DE o dreaptă perpendiculară pe planul pătratului ABCD. Știind că BE 
= 1şi măsura unghiului format de [BE şi (ABC) este B, să se determine lungimea segmen- 
tului [A] şi unghiul lui [AF cu planul (ABC). 


15. Dreapta CD este perpendiculară pe planul triunghiului echilateral ABC de la- 
tură a, iar [AD şi [BD formează cu planul (ABC) unghiuri de măsură f. Să se găsească 
unghiul planelor (ABC) şi (ABD). 


PS — 
16%. într-un tetraedru [ABCD] avem DA =DB = DC =, mÂDĂ) = m(ÂDO) = 


a şi m(4DE) = 8. Sa se afle distanța punctului D la planul (ABC) şi distanța 
punctului A la planul (BCD) 


17*. Se dau: un plan &, punctele necoliniare A, B, C, exterioare acestui plan şi un 
triunghi DEF C a. Să se determine ua punct P astfel incit, notind cu A”, B”, C' punctele de 
intersecţie ale dreptelor PA, PB, PC cu planul &, triunghiurile A'H'C' şi DEF să aibă 
laturile respective paralele. 


18*. Fiind date planul & şi triunghiurile ABC, A'B'C' nesituate în acest plan, să se 


determine un triunghi DEF, aşezat în planul , astfel încit, pe de o parte dreptele AD, BE, 
CP şi pe de altă parte dreptele A'D, B'E, C'P să fie concurente. 
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Capitolul VI 


Poliedre 


În capitolele VI și VII se vor studia unele mulțimi de puncte din spaţiul 
euolidian numite adesea corpuri geometrice. Pentru ele se vor defini noţiuni 
și se vor demonstra proprietăţi analoage cu cele stabilite în cazul geometriei 
plane pentru suprafeţele poligonale. 

Spaţiul euclidian este un model niatematic al spaţiului fizic, el reflectind 
proprietăţile privind forma corpurilor din spaţiul fizic şi poziţia lor reciprocă. 
Corpurile geometrice pe care le vom studia sint imagini matematice ale unor. 
corpuri bine cunoscute din spaţiul fizio. Această circumstanță specială, întil- 
nită în cazul geometriei euclidiene, ne permite ca în studiul ce-l vom între- 
prinde (cap. VI şi cap. VII) să acordăm un rol important intuiţiei spaţiale, 
cunoștințelor noastre obţinute din contemplarea și studierea spaţiului fizic. 
Unele teoreme vor fi date fără demonstraţie, conţinutul lor fiind justificat doar. 
în mod intuitiv. Menţionăm că teoremele respective pot fi demonstrate riguros 
în cadrul sistemului axiomatic din manual, dar acest lucru ar mări prea mult 
volumul expunerii. 

Facem observaţia că noţiunile de congruenţă și asemănare a două mul- 
țimi de punote din plan se extind în spaţiu și păstrează aceleaşi proprietăţi. 
Mulţimile 44, A € g se numesc congruente dacă există o funcţie bijeotivă 
[i A — A pentru care PQ = f(P)AQ) oricare ar fi punctele P,Q E A, 
iar funoţia / se numeşte izometrie. Mulţimile A, A" se numesc asemenea, 
dacă există o funoţie bijectivă f: A —+ A şi o constantă k => 0, asttel incit 
PO — Kf(Pf(Q) oricare ar ti punctele P, Q E „Al, iar funcţia f se numeşte 
asemănare. 

Dacă [L] şi [1] sint două suprateţe poligonale incluse respectiv în planele 
« și şi LL] sa [L/] atunci ariile lor sint egale, iar dacă [L] și [L'] sint asemenea, 
k fiind raportul de asemănare, atunci raportul ariilor lor este A2, 


. $ 


$ Prisma 


o iimii in. FieS o suprafaţă poligonală cu frontiera poligon, inclusă 
într-un plan a, d o dreaptă care nu este paralelă cu planul a şi nici conținută în 
acesta şi a' un plan paralel cu planul «. Pentru fiecare punct M € S se con- 
sideră dreapta care trece prin M, paralelă cu dreapta d şi care intersectează 
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planul & într-un punct M'. Mulţimeu 
formată din reuniunea tuturor seg- 
mentelor [MM] se numeşte prismă 
(fig. VI). 

Proprietatea 1. Locul geo- 
metrie al punetelor M' € a' din deti 
miția precedentă este o suprafață poli 
gonală 8! şi ses 

Demonstraţie. Se va arăta că legea 
M — M' defineşte o izometrie. Într-a- 
devăr, dacă M, N ES, M 3 Nşi M = M, N — N", rezultă MNN'M!' este 
un paralelogram (fig. VI.1), (planul (MNM”) taie planele paralele a, a după 
două drepte paralele). Rezultă că S” sa S. 

Observaţie. Dacă S = [AsAa--- An] Și A = Ai (i = 1, 2 -.., n) atunci 
din demonstraţia precedentă rezultă că S” = [4143 .-. A] şi au loc următoa- 
rele relaţii: A44; || A;4j, [AA] 3454] pentru i 7 j, (> 1 2 on) 
Aba | AiAia CA Aga] em AA ina] (i = 15 2 ces n — 1, Și AsAnl] AiAm 
[AA] m [AŞA] (fig. VI-1). Pentru prescurtare, se va nota prisma cu 
P —[AsAa --: An 44 --. A]. Prisma este determinată dacă se dau virturile ei. 

Suprafeţele poligonale S, S, [AA Aia 4, (i = 1 2 a n — 
[A,AnA4,A4] se numesc fețele prismei, segmentele [AA], [AiAisal, 
(= 12 cn — AAN AA LASA), (i > 1, 2, ---, n), se numese muchii 
prismei, iar punotele A, A; (i = 4, 2, --., n) se numesc vtrfurile prismei. 
Dintre acestea, S şi S' se mai numesc şi bazele prismei iar celelalte feţe se 
numesc fețe laterale, muchiile [ A;A;], (i = 1, 2 „.--, n) se numesc muchii 
laterale. Distanţa dintre planele bazelor unei prisme se numește îndlţimea 
prismei şi se va nota cu I. Prin înălțimea unei prisme se va mai înţelege şi 
segmentul determinat de bazele prismei pe perpendiculara comună. O diago- 
nală a unei prisme este un segment determinat de două virturi ale prismei 
care nu aparţin aceleiaşi feţe laterale. 

Din demonstraţia proprietăţii 1 rezultă că poligoanele care determină 
feţele laterale ale unei prisme sint paralelograme. Reuniunea feţelor unei 
prisme formează suprafața sau frontiera prismei. Mulțimea punctelor unei 
prisme care nu aparţin suprafeţei sale formează interiorul prismei. 


Aria prismei 


Suma ariilor feţelor-unei prisme se numeşte aria totală a prismei, iar suma 
ariilor feţelor laterale se numeşte aria laterală a prismei; ele se vor nota: res- 
pectiv cu a,(P) şi au(P). Dacă B = (5), evident 


su(P) = s(P) + 28 
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Prisma cu muchiile laterale perpendiculare pe planele bazelor se numește 
prismă dreaptă. Prisma cu poligoanele bazei parelelograme se numește para- 
lelipiped. Paralelipipedul drept cu baza dreptunghi se numește paralelipiped 
dreptunghic. Dacă toate feţele unei prisme sint suprafeţe pătrate, prisma se 
numeşte cub. Prisma dreaptă cu baza poligon regulat se numește! prismă 
regulată. 


Exerciţii 


1. Să se demonstreze că proiecţiile unui punct din spaţiu pe muchiile laterale ale 
unei prisme sint coplanare. = 

2. Se dă o prismă triunghiulară cu bazele [ABC] şi [A'B'C']. Fie D, E, P centrele de 
simetrie respectiv ale feţelor [BCC'B7), LACC'A7], [ABB'A']. Să se arate ca dreptele AD, 
BE și CP sint concurente. 


8*. Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura 6/3. Un virt al unei 
baze se proiectează pe cealaltă bază, în mijlocul unei muchii ale acesteia. Înălţimea prismei 
fiind 12, să se afle aria laterală a prismei. E 

4. Baza unei prisme este un pătrat cu latura a. Una din feţele laterale este pătrat, 
alta este un romb cu un unghi de măsură 60%. Sa se afle aria totale a prismei, 

:„B: Baza unei prisme este un triunghi echilateral cu latura a. Muchiile laterale tormează 
cu planul bazei un unghi de măsură 60”. Unul din virturile bazei se proiectează pe cealaltă 
bază în centrul cercului circumscris acesteia. Să se afle înălțimea prismei şi aria totală, 

6. Într-o prismă triunghiulară distanţele dintre muchiile laterale sint 3, 4 și 5, iar 
lungimea muchiilor laterale este 6. Sa se afle aria laterală a prismei. 


8. Într-o prismă triunghiulară, două feţe laterale sint perpendiculare între ele și au 
ariile respectiv de 60 şi 80. Să se afle aria laterală a prismei Mac lungimea muchiilor late- 
rale este 10. 

9». Să se demonstreze că diagonalele unui paralelipiped sint concurente, punctul de 
intersecţie al acestora fiind şi centrul de simetrie al paralelipipedului. 

10%. Să se arate că într-un paralelipiped oarecare, suma pătratelor celor patru diago- 
nale este egală cu suma pătratelor celor 12 muchii. 


muchiile care conţin punctul O. Să se demonstreze că punctul G. în care. diagonala parale- 
lipipedului ce trece prin O intersectează (ABC), este centrul de greutate al triunghiului 
ABC şi că OG este E din lungimea diagonalei respective. 

12. Într-un paralelipiped dreptunghic cu baza pătrat, diagonalele au lungimea d şi 
fac cu feţele laterale unghiuri cu măsura 30. Să se calculeze lungimile muchiilor paralelipi- 
pedului şi aria sa. 
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18*. Se dă un cub de latură 20. Să se afle distanța dintre o diagonală a cubului şi o 
muchie laterală pe care nu o intersectează. 


14. Să se calculeze sinusul un 


unghi format de două diagonale ale unui cub. 
15. Lungimea muchici bazei unei prisme hexagonale regulate este a, iar înălțimea 2a. 


Sa se calculeze lungimile diagonalelor şi măsurile unghiurilor pe care le formează acestea 
cu baza. 


16. într-un paralelipiped drept, muchiile bazei au lungimile a şi b şi formează un 
unghi de măsură 60%. Cea mai mare diagonală a bazei are lungimea egală cu lungimea celei 
mai mici diagonale a paralelipipedului. Sa se afle lungimile diagonalelor paralelipipedului. 


Secţiuni în prismă 


Se consideră o prismă P = [44 --: A„Ai4ă -.. Au] şi un plan B. Dacă 
interseoţia dintre prismă şi plan nu este vidă, atunci mulţimea f N P se nu- 
meşte secțiunea prismei din planul B. Se foloseşte în acest caz și exprimarea: 
planul  secţionează. prisma (fig. VI.2). Dintre diversele secţiuni ale unei 
prisme, un rol mai important îl au secțiunile prin plane paralele cu bazele. 

Fie o prismă P de baze S şi S” şi inălțime 7. Un plan f paralel cu bazele, 
la distanţa Z, de baza S, [i < 7 și situat în acelaşi semispațiu cu baza 
faţă de S, secţionează prisma P, deoarece, de exemplu, pe fiecare muchie 
laterală a prismei există un punct al planului . Această secțiune se numește 
secţiunea prismei printr-un plan situat la distanța Iv de baza S. Se poate con- 
sidera că intersecţia prismei cu planul unei baze este secţiunea printr-un 
plan situat la distanţa Zi = O sau Zu = Z de buza S. 


Proprietatea 2. Secţiunea unei prisme de înălțime ! 
plan situat la distanța I, < I de una din baze este o suprafaţi poi 
gruentă eu bazele piramidei (fig. V1.3). 

Demonstraţie. Se aplică prop 
prin planul 6. 


tatea 1 în care planul a se înlocuieşte 


Observaţie. Prin secţiunea unei prisme printr-un plan paralel cu planele bazelor, dis- 
tinct de acestea, se obțin două prisme P” şi .P” care au o baza comună $*, au intericavele 
disjuncte şi P'U p* = p. 

Dintre celelalte secţiuni ale unei prisme printr. 
gonale, care sînt secţiunile prin plane paralele cu muchi 
a bazei. 


n plan se mai definesc secţiunile dia- 
iile laterale ce conţin cite o diagonală 


17. SA se arate că Intr-o prismă triunghiulară oblica distanţa dintre o muchie laterală 
și fața opusă este egală cu înălțimea triunghiului obținut prin secţionarea prismei cu un 
plan perpendicular pe muchiile laterale, 


18*. Baza unui paralelipiped oblic este un romb APCD și muchia laterala [44] 
formează cu muchiile adiacente ale bazei unghiuri congruente. A” fiind proiecția Ii 47 
pe planul bazei, să se arate că punctele A, C, A“ sînt coliniare. 


18+. Baza unui paralelipiped este un romb şi planul uneia dintre secțiunile diugonale 
ese perpendicular pe baze. Sa se demonstreze că cealaită secţiune diagonală este drept. 
unghi. 

20. În prisma patrulateră regulată (ABCDA'20'D'] diagonalele [AC] şi [BD 
determină un unghi de măsură 60. Să se demonstreze că secţiunea diagonală a pris mei este 
un pătrat. 

21*. Se da cubul [ABCDA'B'C'D'). Sa se demonstreze că mijloacele muchiilor 
cubului care nu conţin nici unul din virturile A şi C* sint coplanare şi sint virturile unui 
hexagon regulat. 

22*. Se dă cubul (ABCDA'B'C*D'] de latură a şi se consideră punctele: M mijlocul 
lui [BC], P mijlocul lui LAA'] şi O” centrul feţei [A'B'C“D']. Se cere: a) forma serii 
obținută prin secționarea cubului cu planul (M.PO'), b) aria acestei secţiuni. 


28. Într-o prismă triunghiulară regulată se consideră serţiunea determinată de o 
muchie a bazei şi virtul opus al celeilalte baze. SA se afle: 1) măsura unghiului diedru dintre 
planul de secţiune și planul bazei dacă lungimea muchiei bazei este egală cu înălțimea tr 
unghiului de secțiune; 2) lungimea diagonalei feţei laterale dacă lungimea muchiei bazei 
este a și secțiunea face cu baza un unghi de masură 60%, 


24. Se dă cubul [ABCDA'B'C'D'] de latură a. Pe semidreptele (CB, (CD, [CC” se 
u respectiv punelele P, Q, RR astfel cu (CP) m (CO) m (CR) şi CP = z. Sa se talculeze 
aria şi perimelrul secţiunii cubului prin planul (POR). (Discuţie) 


25. Fie cubul [ABCDA'P'CP"] de latură a. Să se construiască poligonul obţinut 
prin secţionarea cubului cu planul determinat de virtul C” şi mijloacele segmentelor (4D”) 
(4C) și să se afle aria şi perimetrul acestei secţiuni. 


»6. SA se construiască secţiunea unei prisme triunghiulare regulate [A BCAC”] 
printr-un plan ce trece prin vietul A, mijlocul A7 al muchiei laterale [1557] şi este paralel 
țu BC. Să se calculeze aria secțiunii dacă muchia bazei are lungimea. a și muchia 
laterală 2a, 
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i Piramida 


Definiţie. Fie =([414s-.-4n] 
o suprafaţă poligonală cu frontiera 
poligon aparţinind unui plan « şi un 
punct V & a. Se numeşte piramidă de 
"virf V şi bază S reuniunea tuturor 
segmentelor [VA], unde A € $. 

Se observă că piramida este o ge- 
neralizare a tetraedrului. : 

Vom nota piramida de virt V şi 
bază S prin P = (VAsAa --- An]. După 
numărul laturilor poligonului de bază, Fig. VIA. 
piramidele se vor numi: triunghiulare, 
patrulatere etc. (fig. VI.4). Suprafeţele triunghiulare [VAsA42], [VAaAs), -.-, 
[VA„Au] şi suprafaţa poligonală S$ se numesc fețele piramidei. Reuniunea 
feţelor unei piramide formează suprafața sau frontiera piramidei. Mulțimea 
punctelor piramidei care nu aparțin frontierei sale formează interiorul pira- 
midei. Feţele [VAsAs], [VAaA4a], --- IVAnA] se mai numesc și fee late- 
rale. Segmentele [V A+], (V Aa),..-, [VA], LAsA4z], [AzAs), --- LAnA4.] se numesc 
muchii, iar dintre acestea, [VA], [VAa], ---, [VA] sint muchii laterale. 
Punotele V, A,, As, --:, Am se numesc virfuri, iar Ax, As, ---, Ay se mai numesu 
şi virfurile bazei. Distanţa de la virtul unei piramide la baza acesteia se numeşte 
înălțimea piramidei. Prin „inălţime“ se va mai înţelege și segmentul determi- 
nat de virt şi bază pe dreapta perpendiculară pe planul bazei, dusă prin V, 
iar în acest caz, intersecţia acestei drepte cu planul bazei se numeşte piciorul 
înălțimii; sensul atribuit cuvintului „inălțime“ va rezulta din context. Pira- 
mida este determinată dacă sint date virfurile ei. 

Aria unei piramide este suma ariilor feţelor piramidei, iar aria laterală a 
unei piramide este suma ariilor feţelor laterale ale acesteia. Deci: 


n 


7 
su P) = 32 alV Ac Asa] + alVAn4u] | şi 


suP) = o(P) +, B |, B= (8). 
Piramida de virt V şi bază S —[As43.-. 44] se numeşte piramidă 
regulată dacă A14s. - . Ay este poligon regulat şi piciorul înălţimii piramidei 
coincide cu centrul poligonului AA... Am. Înălţimea unei feţe laterale a 


unei piramide regulate se numește apotema piramidei (fig. VI.5). Tetraedrul 
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v cu toate muchiile congruente se numeşte tetraedru 


regulat. 
Dacă P este o piramidă regulată, feţele 
laterale sint triunghiuri isoscele şi 


BD) om ap eiui bazbi - apoteina: 
au(P) a 
A; 4 
fr Exercişii 
de 4 i 4 Ta 
1. E posibil ca într-o piramida cu muchiile laterale 
Fig. VL.5. congruente, baza să a) triunghi; b) dreptung 


c) romb; d) trapez isoscel; e) trapez oarecare? 


2: Să se arate că dacă muchiile laterale ale uni piranide sint congruente, atunci poli- 
Bonul de bază poate fi înscris într-un cerc cu centrul în piciorul înălţimii piraruidei. 


8. Să se formuleze și să se demonstreze reciproca proprietăţii precedente. 


d». Să se arate că dacă feţele laterale ale unei piramide formează cu planul bazei 
unghiuri diedre congruente atunci poligonul de Ia bază poate fi circumscris unul ceri cut 
centrul în piciorul înălţimii. 


5. O piramidă are ca bază un dreptunghi cu dimensiunile a şi d, înălţimea fiind 4, 
iar piciorul înălţimii fiind centrul bazei. Să se calculeze aria laterală a piramidei. 


0». Pie [SABCD) o piramidă cu baza [ABCD), dreptunghi. Se proiectează A şi D 
po muchiile [SC] și [SB] respectiv în A" şi D'. Să se demonstreze că triunghiurile SB0 şi 
'SA'D" sint asemenea. 

7. Baza unei piramide este un romb și înălţimea piramidei trece prin punctul de 
interseoţie al diagonalelor bazei. Să se arate că feţele laterale ale piramide. atat co 
gruente. 

8. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic şi muchiile laterale sint con- 
Bruente. Să se arate că planul uneia dintre feţele laterale este perpendicular pe planul 
bazei. 


9*. Muchiile laterale ale unei piramide au lungimea 52. Baza este un triunghi 
cu laturile 20//2, 20 /â şi 10v/2(/3+ 1). Sa se afle: a) înălțimea piramidei; 
b) unghiul dintre muchiile laterale și planul bazei; c) măsura unghiurilor: dicatre determi- 
nate de bază și feţele laterale. 

10%. Se ridică într-un punct al bazei unei piramide triunghiulare regulate o perpendi- 
culară pe planul bazei ce intersectează planele feyelor laterale în trei puncte. Să e dear 
streze că suma distanțelor acestor puncte Ia piciorul perpendicularei este constantă. 


11: Să se afle muchia laterală şi aria laterală a unei piramide regulate cu lungimea 
laturii bazei a și înălţimea A, dacă baza este: a) triunghiulară; b) patrulateră; e) hexagonală. 


12. Să se afle înălțimea și muchia laterală a unei piramide regulate cu lungimea 
aturii bazei a, şi apotema m, dacă baza este: a) triunghiulară; b) patrulateră; 0) nenea 
gonală. 
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18*. Se consideră piramidă hexagonală regulată [VABCDEF) în care VA = 10 
şi înălţimea este 8. Să se afle: a) o(VAC); b) măsura unghiului format de o muchie late- 
rală cu planul bazei; c) măsura unghiului diedru dintre două feţe laterale alăturate. 

14.. Într-o piramidă patrulateră regulată [VABCD] aria unei feţe laterale este g. 
Unghiul diedru dintre două feţe laterale alăturate are măsura 120%. Să se afle o[VAC]. 
15. Se consideră piramida triunghiulară regulată [VA BC] în care latura bazei are 
lungimea a și muchiile laterale au lungimea b. Se consideră punctul D e (VA) asttel ca 
DA = Ei - VA, punctul E mijlocul lui (VB) iar punctul Fe (VC) astfel ca VF = A: VC. 


Să se determine ? în funcție de a şi & astfel ca triunghiul DEF să fie dreptunghic în E. 
16*. Să-se calculeze măsura unghiului diedru dintre planele determinate de două 
feţe ale unui tetraedru regulat. 


17*. Se consideră tetraedrul [ABCD] în care (AB) m (AC) m (AD). Să se arate că 
perpendicular din A pe planul (BCD) trece prin centrul cercului circumscris triunghiului 
BCD. 

18*. În tetraedrul [ABCD], AB L (BCD), AB = a, BC=b, BD 
Să se afle măsura unghiului diedru dintre planele (ADC) şi (BDC). 

19.'Să se arate că într-un tetraedru regulat suma distanțelor de la centrul bazei la 
feţele laterale este egală cu înălţimea tetraedrului. 


20. Să se afle distanţa dintre centrele a două feţe ale unui tetraedru regulat de 
muchie a. 


DO = d. 


21. Să se calculeze măsura unghiului format de o muchie a: unui tetraedru regulat 
cu una din feţele care nu o conţine, 


22. So consideră tetraedrul [SA BC] ale cărei muchii [SA], [S2] şi [SC] sint perpon- 
diculare două cite două. Să se calculeze lungimile muchiilor [SA], [SB), [SC] în funcţie de 
lungimile a, 5, c ale laturilor triunghiului ABC. Ce condiţii satisfac lungimile a, b, 0? 


Secţiuni în piramidă 


Se consideră o piramidă P =(VAsAs... Au] şi un plan B. Dacă 
intersecţia dintre piramidă şi plan nu este vidă, atunci mulțimea f NP se 
numeşte secțiunea piramidei prin planul 8 (fig. VI.6). Şi în acest caz, un rol 
mai important îl au secţiunile prin plane 


paralele cu baza. 
Proprietate 1. Dacă îndiţimea unei 
piramide P este I, atunci un plan paralel cu 


baza, situat în acelaşi semispaţiu cu virful V faţă 
de planul bazei, la distanţa 1 de virf, Is! 
secționează piramida după o suprafaţă poligo 
nală asemenea cu baza, raportul de asemănare 


Lă 
cal Fie. VI-6- 
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Demonstraţie. Determinăm pe 
înălţimea [VO] punctul O' astfel 
că VO' = I* (fig. VI.7). Atunci 
O' € B şi punctele V, O sint de 
o parte şi de alta a planului $, 
Fie $ baza piramidei P şi 
S' = PNB. Dacă M este un 
punct oarecare a lui S, V și M 
fiind de o parte şi de alta a lui 6, 
segmentul  [VM] intersectează 
Planul 6 într-un punct M' şi 
Fie. VL:3. M e Png = 8. Vom arăta că 

funcţia f:S = 5, FD) = m 
iţia 


este o asemănare de raport -L.. Evident, f este injeotivă și din deti 


lui S* rezultă că e şi surjectivă. Luind punctele M, N e S, avem | 
AVMN = AVM'N' şi AVOM = AV'O'M' (căci MN MW, Om om), 
deci 
MW YM VO 1 
MW vm O vo 7 


Aşadar MN Fa * HM)AN) şi [ este o asemănare. 


Observaţii. 1) Mulțimea punctelor piramidei P situată în același emispațiu cu 
faţă de planul A, reunită cu $* determină o piramidă P” de vint V şi baza S”, 

2)Dacă /* = 0, atunei intersecţia dintre planul $ şi piramida P. este un punct, vintul P. 
Dacă /' = 7, atunci intersecţia este chiar baza 


Exerciţii 


23. într-o piramidă triunghiulară regulată se cunosc lungimile muchiilor bazei şi a 
muchiilor laterale, respectiv a şi b. Să se determine aria secțiunii duse printr-o muchie 
laterală şi înălțimea piramidei. 

24- Să se ducă un plan paralel cu baza unei piramide astfel ca aria laterală a piramidei 
formate să fie într-un raport dat, g, cu aria laterală a piramidei date. 


25. Lungimea muchiilor unei piramide patrulatere regulate este a. Să se afle aria 
secţiunii prin planul determinat de mijloacele a două muchii alăturate ale bac; şi mijlocul 
înălțimii. 

26. Înălţimea unei piramide triunghiulare regulate este 8 şi lungimea muchiei bazei 
este 2: Să se calculeze aria secţiunii cu un plan.ce-trece printi-o imi chie a pai şi este 
perpendiculară pe muchia laterală opusă. 

27. Un totraedru regulat [A BCD] este secţionat cu planul paralel cu BD, care trece 
prin A şi prin centrul feţei (BCDI. Să se afle aria secţiunii dacă lungimea muchiei tetrae- 
drului este 9. 
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28. Într-o piramidă patrulateră re- d 
gulată, lungimea laturii bazei este a, îar 
a muchiei laterale b. Să se construiască 
secţiunea făcută printr-un plan care trece 


prin una din diagonalele bazei și este paralel. = 
cu o muchie laterală şi să se calculeze aria 
acestei secţiuni. » 


$ 3. Trunchiul de piramidă 


Prin secţionarea unei piramide P 
de virt V şi bază S cu un plan 6, pa- . 
ralel cu baze, se obţin două mulțimi Fig. VIS. 
situate în semispaţii opuse faţă de 
acest plan. Evident, una din aceste mulţimi este tot o piramidă, iar cealaltă 
se va numi trunchi de piramidă (fig. VI.8). 

Suprafeţele poligonale asemenea $ şi S' = PN B se numesc bazele trun- 
chiului de piramidă şi mai exact baza mare respectiv baza mică. Analog cu 
noţiunile corespunzătoare de la prismă şi piramidă se definesc feţele trun- 
chiului de piramidă, feţele laterale, muchiile, muchiile laterale, virturile, 
frontiera și interiorul, aria laterală şi aria totală. ndlţimea unui trunchi de 
piramidă este distanța dintre planele bazelor sau segmentul determinat de 
baze pe perpendiculara comună acestora. Se va utiliza notația 7 = [AsAa.-. 

An4i Ai: A] pentru trunchiul de piramidă de baze S = [AsA43... A,] 
şi S* =[AiA3 -.. 44], punctele A, A; aparţinind aceleiași muchii laterale. 


erale 
s4(7) = c(7) + B+ d |, unde B = (5) şi d =a(8). 


Prin trunchi de piramidă triunghiulară, patrulateră etc., sau trunchi de 
piramidă regulată se înţelege un trunchi de piramidă obținut dintr-o piramidă 
corespunzătoare. 

Înălțimea unei feţe laterale a unui trunchi de piramidă regulată se 
numeşte apotema trunchiului de piramidă. În cazul unui trunchi de piramidă 
regulată, 


au( 7) = suma ariilor feţelor 


7 (perimetrul bazei mari + perimetrul bazei mici) - apotema 
s(7) 


2 
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1. Să se arate că cele patru diagonale ale unui trunchi de piramidă, ale cărui baze 
sint paralelograme, sint concurente. 
2. Muchiile laterale ale unţii trunchi de piramidă patrulateră regulată formează cu 


planul bazei unghiuri de măsură a — arcte (re - Să se arate că două feţe laterale opuse 
sint perpendiculare. 

3. Într-un trunchi de piramidă patrulateră regulată, diagonalele sint perpendiculare 
două cite două. Lungimile muchiilor bazelor sint 20 respectiv 10. Să se determine, înăl. 
Vimea, lungimile diagonalelor, ale muchiilor laterale şi ale diagonalelor feţelor laterale, 

4. Muchiile bazelor unui trunchi de piramidă triunghiulară regulată sint 2 și 5 inu 
înălţimea de 1. Printr-un viet al bazei mici se duce un Plan paralel cu faţa opusă. Să se 
afle aria secţiunii. 

5. Un trunchi de piramidă regulată are ca baze două hexagoane regulate cu lungimile 
Iaturilor a şi d; lungimea muchiei laterale este e. Sa se calculeze aria laterală a trunchiului, 

6. Un trunchi de piramidă are ca baze două romburi cu lungimile laturilor 8 respectiv 
6 și cu olte un unghi cu măsura 120. Înălţimea trunchiului este egală cu triplul lungimii 
diagonalei mari a bazei mici. Să se calculeze înălţimea piramidei din care provine trunchiul. 


$ 4. Mulţimi poliedrale - 


Mulţimile poliedrale constituie în spaţiu analogul suprafețelor poligonale 
din plan, cu deosebirea că în acest caz suprafeţele poligonale convexe sint înlo- | 
cuite ou prisme, piramide şi trunchiuri de piramidă. 


patiniţie, Se numeşte mulțime policdrală, o mulțime de puncte din | 
spaţiu care este reuniunea unui număr finit de prisme, piramide şi trunchiuri 
de piramidă, acestea avind două cite două interioarele disjuncte. 

Şi în acest caz, dacă P este o mulţime poliedrală, iar Pa, Pay ---, Pa 
sint. prismele, piramidele şi trunchiurile de piramidă respective, adică 
P = PU PaU...U Pa și Int P, N Int P; = g,ikj, atunci se va spune 
că mulțimea P se descompune în mulțimile Pau, P, -.-, Pu- 

Un punct O al mulţimii poliedrale P se numeşte punct interior al lui P. 
dacă există un corp sferic cu centrul în O inclus în P. Punctele mulţimii P 
ce nu sint interioare acesteia se numesc puncte de frontieră. 


1) Punctele din interiorul unei prisme, piramide tau trunchi de piramidă 
sint punote interioare pentru aceste mulţimi. Într-adevăr, pentru un punct.0 
din interiorul unei astfel de mulţimi se notează cu 7 numărul striot pozitiv 
mai mic decit toate distanţele de la O 1a feţele prismei, piramidei sau trunohiu- 
lui de piramidă din care face parte. Atunci corpul sferic de bentru O și rază 7. 
este inclus în mulțimea respectivă. 

2) Se consideră cubul [ABCDA''C'D'] şi piramida [VBCC'] unde 
B € (4V) (fig. VI.9). Pentru mulțimea poliedrală formată din retniunea 
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cubului cu piramida, punctele in- 
terioare sint punctele interioare ale 
cubului şi piramidei, plus punctele 
din Int BCC. 

In baza exemplului 1) putem 
defini interiorul unei mulțimi polie- 
drale oarecare P ca fiind mulţimea 
punctelor interioare ale lui P. Mul- 
țimea punctelor de frontieră ale 
lui P se numeşte frontiera lui P. a 

În continuare se va stabili o pro- Fig. VI.9. 
prietate de descompunere a mulțimi- 
lor poliedrale. În plan, s-a arătat că orice suprafaţă poligonală se descompune 
în suprafeţe triunghiulare. În mod analog, în spaţiu este adevărată următoarea 

Teorema 1. Orice mulțime poliedrală se poate descompune în totraodre, 

Demonstrația rezultă din următoarele proprietăţi de descompunere a 
prismelor, piramidelor şi trunchiurilor de piramidă. 

Proprietatea 1. Orice prismă se descompune în prisme triunghiulare. 


Demonstraţie. Se consideră prisma P de baze S și S'. Ştim că suprafaţa 
poligonală S se descompune în suprafeţele triunghiulare 71, Za, ---, Tm (Vezi 
cap. 1. $ 1). Prismele determinate de bazele 7, Za, ---, Tm planul bazei 5 
şi avind muchiile laterale paralele cu muchiile laterale ale prismei P, au inte- 
rioarele disjuncte şi reuniunea lor coincide cu P (fig. VI.10). 

Proprietatea 2. Orice prismă triunghiulară se descompune în trei 
tetraedre. 


Demonstraţie. Se consideră prisma P — [ABCA'B'C] şi piramidele P, = 
= [A'ABC]. Pa = [BB'CA'] şi Ps = [B'C'A'C]. Cele trei piramide au inte- 
rioarele disjuncte deoarece oricare două au ca intersecţie o faţă sau o muchie, 
iar reuniunea lor este P (fig. VI.11), deci P se descompune în P,, Pa, Pa. 


le, 


Fig. VI.10. 


a 
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Proprictatea 3. Orice piramidă se 
descompune în piramide triunghiulare 


Demonstraţie. Proprietatea rezultă din 
faptul că baza piramidei se descompune în 
suprafeţe triunghiulare care împreună cu virful 
piramidei determină piramidele ce realizează 
descompunerea (fig. VI.42). 

Proprietatea 4. Orice trunchi de 
piramidă se descompune în trunchiuri de pira- 
midă triunghiulară 


Proprietatea este o consecință imediată 
Fig. VI-A2. a proprietăţii 3 (fig. VI.43). 
Proprietatea 5. Orice trunchi de piramidă triunghiulară se descom- 
pune în trei tetraedre. 


Descompunerea este analoagă celei din proprietatea 2 (fig. VI.14). 
Vom admite următoarea proprietate: dacă două mulţimi poliedrale sint 
congruente și una din ele este descompusă în tetraedrele 71, 3, --., Pay atunci 
şi cealaltă poate fi descompusă în tetracdrele Ti, Ti, ..., Ti, astfel ca Ti aa 
Titan 
Un corespondent în spaţiu al suprafeţelor poligonale cu frontiera poligon 
1 constituie poliedrele. 


Dotimiţie O mulţime poliedrală P se numește poliedru dacă are 
următoarele proprietăţi: 


Fig. VL13, Fig. VI.14. 
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Fig. VL.15. Fie. VI.16. 


1) pentru oricare două puncte interioare ale lui P există o linie poligonală 
cu extremităţile în cele două puncte, formată numai din puncte interioare; 

2) pentru oricare două puncte care nu aparţin lui P există o linie poligo- 
nală cu extremităţile în cele două puncte, formată numai din puncte care nu 
aparţin lui P. 

E zemple: 

1) Reuniunea a două prisme care au ca intersecţie o muchie nu este 
poliedru (fig. VI.15). 

2) Reuniunea dintre o prismă și o piramidă care au ca intersecţie 
o suprafaţă poligonală este un poliedru (fig. VI.16). 

3) Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D'] de latură a şi O centrul său 
(intersecţia diagonalelor). Piramidele cu virtul în O şi baze feţele cubului se 


secţionează cu plane paralele cu bazele situate la distanța iz: de baze. Reu- 


niunea trunchiurilor de piramidă astfel formate nu este poliedru (fig. VI.17). 

Se numește virf al unui poliedru, un punct care aparţine frontierei polie- 
drului și nu aparţine nici unui segment deschis inclus în frontieră. Se numeşte 
muchie a unui poliedru un segment deter- 
minat de două virturi ale poliedrului, inclus . 
în frontieră și ale cărui puncte nu aparţin 
interiorului nici unei suprafeţe poligonale 
inclusă în frontieră. 

Un poliedru se numeşte convez dacă 
este o mulţime convexă. Acceptăm, în mod 
intuitiv, că în cazul unui poliedru convex, 
frontiera este o reuniune de suprafeţe po- 
ligonale convexe a căror laturi sint ruchii 
ale poliedrului. O astfel de suprafaţă poligo- A 
nală convexă se numește față a poliedrului. Fig. VL17. 
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| 17 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


În continuare, vom demonstra o relaţie importantă care există între numărul vie. 
furilor, muchiilor şi feţelor unui poliedru convex oarecare. Ca pregătire, dăm un rezultat 
din geometria plană. 


petiniţie, Se numește rețea poligonală simplă o suprafaţă poligonală [P] cu fron- 
tiera polizon impreună cu o descompunere a ei în suprafeţe poligonale convexe, 
[P] = [PAJU -... UL]. Cele 7 suprafeţe [Pi] se numesc feţele rețelei, iar virfurile şi laturile 
acestora se numesc virfurile şi muchiile reţelei, numărul lor fiind notat cu v respectiv m. 
Pe fig. VIA8 v= 11, m=16,f=6. 


Teorema 1. În orice rețea poligonală simplă avem 


Demonstrație. Dată Py are 4 laturi sau mai multe, ducind o diagonală a lui Py, se 
obţine o rețea nouă, în care numărul virturilor este tot v, există o muchie în plus și o faţă 
în plus, deci numărul v — m + f nu s-a modificat. Aşadar, dacă descompunein fiecare 
[Pi] în suprafeţe triunghiulare (în conformitate cu teorema de descompunere de la 
Gap. 1, $ 1), se obţine o rețea pentru care v — m + f rămine același. Prin urmare este 
suficient să demonstrăm teorema pentru cazul cind fiecare P, este triunghi. 

Procedăm prin inducţie matematică în raport cu /. Dacă f= 1, avem un singur 
triunghi, v = 3, m=— 39 şi v—m-+ f= 1. Presupunem că teorema este adevărată pen- 
tru fiecare rețea în care numărul feţelor este mai mic decit f. Considerăm o suprafaţă 
triunghiulară ABC] a rețelei avind latura [AB] în comun cu P şi deosebim două cazuri: 
a) C este un punct interior al lui [P] (fig. VI.18); scoţină din rețea Int ABCU (AB), 
se obține o rețea simplă cu f — 1 fețe, v virturi şi m — 4 muchii; în virtutea ipotezei de, 
inducţie v — (m — 1) + f—1=4, deci v-m+f=1. b) CeP (tig. VI.19), atunci 
[ACI (sau [BC]) descompune rețeaua [P] în rețelele poligonale simple [P'] și [P7] cu v', mm”, 
7 respectiv v, m”, /* vieturi, muchii şi feţe, pentru care v — în” + f* = 1, v* — m pri. 
Deoarece vw =v++2, m'+m'= mt, [rr fr fe rezultă v+ 2 — (m + 1)+ 
+ [= 2, deci iarăși v—m+f=1. 


Teorema 2. (Relaţia lui Euler.) Dacă v, m, f reprezintă 
respectiv numărul virturilor, muchiilor .şi feţelor unui poliedru convex, 
atunei E 


v—m+f=2. 
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A Fig. VL.20. 


Demonstraţie. Fie P = [A,As...Av] un poliedru convex oarecare, L = [Ay Aa..:An] 
o faţă a lui P, a planul lui Z, iar a un plan paralel cu a« astfel ca poliedrul P să fie situat 
între a şi a (fig. VI.20). Luăm un punct M e int L şi o dreaptă MW _ «, N şi Int P fiind 
de o parte şi de alta a lui a. Notind Aj =aNNA, ie (1,-..,v) Ai/Aa-..Ak este un 
poligon convex asemenea cu A,Aa...Ax ($ 2, proprietatea 2) şi dacă este suficient de 
aproape de M, punctele Ah, --., Ay se află în interiorul lui 4444... Ai. Prin urmare 
punctele Ai ..., A, sînt virturile unei reţele poligonale simple avind v virturi, m muchii 
şi f—1 feţe. Din teorema 1 rezultă căv—m+f—1=1 şi relaţia este demonstrată. 

Observaţie. Dacă se suprimă faţa L, se obţine o „reţea spaţială simplă“ R, aşezată pe 
suprafaţa poliedrului P. Acesteia i-am asociat, prin „proiectare din N“ o reţea poligonală 
simplă în planul a. Bazindu-ne pe intuiţie (sau pe experienţă), putem să obţinem asocierea 
respectivă şi în alt mod. Să ne imaginăm că reţeaua R este realizată dintr-o membrană 
elastică, pe care o întindem pină ce devine plană. Ea se deformează și muchiile devin arce 
de curbe, dar acestea pot fi înlocuite cu segmente de drepte, fără a schimba numerele 
vw, m şi f—1 şi teorema 2 rezultă din teorema 1. 

Acest procedeu poate fi aplicat ori de cite ori reţeaua spaţială (presupusă elastică) 
poate fi întinsă astfel încit să devină plană. Rezultă că relaţia lui Euler este valabilă și 
pentru alte tipuri de poliedre, nu numai pentru cele convexe, de exemplu în cazul figu- 
rii VI.21, unde v=9, m=16, f=9 şi v—m+f=2. Dacă îndepărtăm o faţă 
a poliedrului de pe fig. VI.22, de formă inelară, reţeaua feţelor rămase nu se mai 
poate întinde pe un plan; aici v = 16, m = 32, f= 16 şiv—m-+f=0x42. Dacă un 
corp este străpuns de p ori, zicem că suprafaţa lui este de „gen p“ și în acest caz 
vw—m+f=2— 2p. Numărul v — m + fse numeşte caracteristica euleriană a suprafeţei 
respective. Suprafaţa unui poliedru convex este de gen 0 şi are caracteristica enleriană 
egală cu 2. 


29 
Eni 


Dotiniţie. Un poliedru convex P se numește poliedru regulat dacă 
fiecare virt al lui P aparţine aceluiaşi număr de muchii, toate feţele sint 
suprafeţe poligonale regulate congruente şi toate unghiurile diedre, deter- 
minate de feţe cu muchie comună, sint congruente. 


Teorema 3. Există numai cinei tipuri de poliedre regulate şi anume: 
tetraedrul, hexacdrul (cubul), oetacdrul, dodeenedrul şi ieosacdrul regulat 
(fig. VL.23—V1.27) 

Demonstraţie. Notăm prin g numărul muchiilor de pe o faţă şi cu p numărul muchiilor 


care pleacă dintr-un virf. Cum fiecare muchie este inclusă în exact două feţe şi are două 
extremităţi rezultă că 


2m = f:g9=v:p, 


adică 
(i) van pipa 2, 
P.] ic 
intnd cont de relaţia lui Euler, 
Sima ARI 
2 
sau 
(2) m 
Rezultă că 
(8) 
de unde Ă 


deci p < 6 şi analog q=< 6; iar dacă p >4, atunci g < 4. Deci singurele perechi (p, 9) 
care verifică inegalitatea (3) sint 

(0) (3,3), (3.4), (3,5), (443), (5,3). 
Rezultă că există cel puţin 5 tipuri de poliedre regulate. Vom arăta în continuare că pentru 
fiecare pereche din şirul (4) există un poliedru regulat. 

1) Cazul p = 3,q = 3. Atunci din (2) obţinem m = 6 şi din (1) aflăm v= 3,/= 
Policdrul este un tetraedru regulat (fig. VI.23). 

2) Cazul p = 3, g = â:;atuncim = 12,v = 
regulat) (fig. VI.24). 


„[ = 6 şi se obține un cub (sau hezaedrui 


100 


Fig. VL.28. Fig. VIL.24. Fig. VI.25. 


3) Cazul p = 4, g= 3; atunci m = 12,v = 6, f = 8. Acest poliedru poate fi realizat 
1utnd ca virturi centrele feţelor unui cub (fig. VI.25). EI se numeşte octaedru regulat. 

4) Cazul p = 5, q= 3; atunci m = 30, v = 12, f — 20. Se construieşte un poliedru 
regulat în modul următor: se consideră într-un plan a un pentagon regulat ABCDE, de 
centru O şi latură a (fig. VI.26). Pe dreapta dusă prin O, perpendicular pe a, se îa un punct F 
astfel ca AF = a, Atunci triunghiurile FAB, FBC, FCD, FDE şi FEA sint echilaterale. 
Se ia un punct O” pe semidreapta opusă lui (OF, se duce planul a' prin O”, paralel cu a 
şi se proiectează punctele A, B pe a în A', Z'. Înscriem în cercul €!0', OA), situat în a, 


un pentagon regulat GHIJK asttel încit G să fie mijlocul arcului mic ATB” (fig. VI.26, a). 
Determinăm distanţa z = 00' în așa fel incit AG = a; notăm în acest scop cu M 


mijlocul segmentului [AB] şi cu XV mijlocul arcului mic AB al cercului circumscris 
lui ABCDE; rezultă z* = NG: = MG" — MN: = E — MN5. Atunci, între planele « 
şi a' se formează zece triunghiuri echilaterale: ABG, BCH, CDI DEJ, EAK, GHB, 
HIC, 1JD, IKE, KGA. În stirşit, luind pe semidreapta opusă lui (O'P punctul L pentru 
care O'L = OF se obţin alte cinci triunghiuri echilaterale de latură a: GHL, HIL, 
IJL, IKL, KGL şi [FABCDEGHIJKL) este un poliedru regulat cu 20 fețe, numit 
icosaedru regulat. 

5) Cazul p = 3, g = 5; atunci m = 30, v:=.20, f = 12. Se vede uşor că centrele 
feţelor unui icosaedru regulat formează virfurile unui poliedru regulat cu 12 feţe, numit 
dodecaedru regulat (fig. VI.27). 


Fig. VL.26. . „Fig. VL.27. 
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Exerciţii 


1. Descompuneţi o prismă pentagonală în tetraedre. 

2. Descompuneţi un trunchi de piramidă hexagonală în piramide. 

8. Arătaţi că un cub poate fi descompus prin plane paralele cu feţele lui în trei 
paralelipipede congruente și două cuburi. 

4*. Într-un poliedru convex se notează cu m numărul muchiilor, cu fs, fa; fas --- numă- 
rul feţelor triunghiulare, patrulatere, pentagonale,... şi cu v, va, Vp... numărul virfurilor 
din care pleacă 3, 4, 5,... muchii. Să se arate: 

2m = 3fa + fak Sfak ee = Boa + ua + Sup +... 

5*. Să se arate că în orice poliedru convex avem 

m+6<3f7<2m, 
m+ 63 2m. 

6*. Dacă din fiecare virt al unui poliedru convex pleacă cel puţin patru muchii, 
atunci poliedrul are feţe triunghiulare. 

7». Adunind măsurile unghiurilor tuturor feţelor unui poliedru convex, se obţine 
dublul sumei măsurilor unghiurilor unui poligon convex avind acelaşi număr de virturi, 

B+. Arătaţi că dacă un punct variază în interiorul unui poliedru regulat, suma dis- 
tanţelor sale la planele feţelor rămine constantă. 


9*. Să se arate că centrele fețelor [ABCD], [ABB'A'], [CBB'C'] ale unui cub 
[ABCDA'B'C'D'] şi punctul A se află într-un același plan. Să se deducă de aici că un 
unghi diedru al octaedrului regulat şi cel al tetraedrului regulat sint suplementare. 


Volumul mulțimilor poliedrale 


Problema comparării anumitor mulţimi de puncte din spaţiu, care uneori 
vor fi numite şi corpuri, face necesară introducerea noțiunii de volum. Se va - 
defini, deci, o funcţie prin care anumitor corpuri li se ataşează un număr real 
pozitiv, numit volumul corpurilor respective. Definirea unei astfel de funcţii 
este analoagă celei de arie. În acest paragraf se va defini funcţia volum pe 
mulțimea (P, ale cărei elemente sint mulțimile poliedrale din spaţiu. Deoarece 
şi în acest caz se face de fapt o „măsurare“ a acestor mulţimi este necesară 
introducerea unei unităţi. 

Un cub de latură 1 se numeşte unitate de volum. O mulţime poliedrală 
care poate fi descompusă în n unităţi de volum va avea volumul n. Pentru 
mulțimile poliedrale care nu se pot descompune în unităţi de volum, calculul 
volumului nu se poate face direct şi se va baza pe următoarele două teoreme, 
pe care le vom admite fără demonstraţie. 

Teorema 1. (Teorema de &xistenţă a funcţiei vo- 
Iu m.) Există o funeţie v: P-R,, care veritică următoarele proprietăţi: 
(1) ducă tetraedrele 7, și Ta sînt eongruente, atunci v(7,) = v(T.); 
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Fig. VL.38. 


(2) dmeă P, şi Pa sînt mulțimi poliedrale cu interioarele disjuncte, atunci 
w(P, U P3) = v(P) + v(Pa); 
(3) dacă U este o unitate de volum, atunci (U) = 1 

mooroema 2. (Principiul lui Cavaliori.) FioPrşi P 


donă mulțimi poliedrale şi a un plan. Dacă pentru orice plan « || ao, mulți 
mile «N P, şia 1 Pe au arii egale atunci v(P,) = v(P,) (fig. VI.28). 


Observaţii: 


1), Din proprietăţile exprimate în teoremele 1 şi 2 vom deduce formula pentru calculul 
volumului. wnwi tetraedru şi deoarece orice mulțime poliedrală se descompune în tetraedre, 
va rezultă că funcţia v este determinată în mod unic prin teoremele 1 și 2. De asemenea, 
rezultă că două mulţimi poliedrale congruente au volumele egale. 

2) în condiţia (3) din teorema 1 intervine cubul de latură 1 considerat ca unitate de 


„volum. Acesta este determinat deoarece distanța 1 este fixată. În practică, există însă dife- 


ritc unități de măsurare a distanțelor: 1 cm, 1 dm, 1 m etc. şi acestora le vor corespunde 
unităţi de volum de dimensiuni corespunzătoare: 1 cm?, 1 dm?, 1 m? etc. Se obţin în acest 
fel mai multe funcţii volum şi în acest caz, ca şi în cazul ariilor, se va indica funcţia res- 
pectivă printr-un indice, de ex: vom» şi în loc de veme(P) = a se va scrie v(P) — a cm?. 

3) în ipoteza teoremei 2 se poate admite şi că ambele mulţimi « N P, și « N Pa se 
reduc la un segment, la un punct sau la mulţimea vidă („au arie nulă“). 


Teoremele care urmează vor determina modul de calcul al valorilor 
funcţiei volum (sau a volumelor) pentru anumite poliedre. 


Teorema 3. Dacă P este un cub cu latura a atunci v(P) = 


Demonstrația parcurge aceleași etape este analoagă cui aceea a teore- 
mei 2 din Cap. 1. $ 3, pentru demonstrarea formulei de calcul a ariei unui 


pătrat. 


Consecinţă. Dacă P = [ABCDA'B'C'D'] este un paralelipiped dreptunghic 


de dimensiuni: AA' =a, AB=b, BC = „ atunci v(P) = a 
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Fig. VI.29. 


Demonsiraţie. Se construieşte cubul P' de latură a, cu una din baze situate 
in planul (ABCD) și situat în acelaşi semispaţiu cu paralelipipedul faţă de 
acest plan (fig. VI.29). Secţiunile paralelipipedului şi cubului prin plane 
paralele cu planul (ABCD) sint respectiv un drepturghi și un pătrat care 
au aceeași arie (egală cu a?). Deci, conform teoremei 2, v(P) = v(P') = at. 


Observaţie. v(P) = a = a-5-* = A4'- AB: BC. 
Teorema 4. Fie Po prismă cu aria bazei P și de înălțime 7; atunei 
| vol. prismei = B-7 
| 
Demonstraţie. Se construiește paralelipipedul dreptunghic P' = 
= [ABCDA'B'C'D'] cu una din baze în planul bazei prismei P, situat în 
același semispaţiu cu P faţă de acest plan (fig. VI.30) și avind dimensiunile: 


AA = AB= a, BC = unde 2 = PB 


cu z:£ = =B. Secţiunile prismei P şi paralelipipedului. P” prin plane 


; aria bazei lui P” este egală 


paralele cu planul bazei au arii egale cu B, deoarece ele sint suprafeţe 
poligonale congruente respectiv cu baza fiecărei prisme. Din consecința 
teoremei 3 rezultă că r(P')=az*=— B:/, iar din teorema 2 rezultă că 
WP) =u(P)=B:1. 

In cazul particular al unui paralelipiped dreptunghic P de dimensiuni 
a, d, ce, w(P)=a:b:c. 

Teorema 5. Două piramide triunghiulare cu bazele de arii egale și 
înălțimile egale au volume egale. 


Fig. VL.30. 
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Fig. VL.81. 


Demonstraţie. Fie piramidele P = [VABC] şi P'=[V'4'BC'], 
a = (ABC), a' = (4'B'0"), o[ABC]= o[A'B'C'1= B și d(V, a) =A(V”, a) =. 
În semispaţiul limitat de « şi care conţine punctul V se construiește pira- 
mida P” = (V"A”B"C"] cu baza în planul a şi astfel încit P' m P” (fig. 
VI.31). Se va arăta că pentru piramidele P şi P” sint verificate condiţiile 
din teorema 2. Deoarece cele două piramide au aceeaşi înălţime și ariile baze- 
lor egale, rezultă că aria secţiunii printr-un plan paralel cu baza, la distanța 


7! de virt este aceeaşi în ambele piramide şi egală cu B: ( vezi $ 2, pro- 
prietatea 1). Deci v(P) = v(P”) = v(P'). 


Teorema 6. Volumul unei piramide triunghiulare P = (VABC) de 
înălţime Z, bază [ABC] şi B = a(A BC) este 
(P 1B- 


Demonstraţie. Se completează piramida P la prisma P' = [ABCA'V C'] 
construind A”, C” în acelaşi semispaţiu cu V faţă de planul (ABC) şi astfel 
încât AA” || BV ICC”, 44)=(BV) (CC) (fig. VI.32). Prisma P' se 
descompune în tetraedrele: [VABC], [CAVC], ei 
[ACVA']. Tetraedrele [VA BC] şi [CA'VC'] au baze 
dongruente și înălţimi egale, deci au acelaşi volum: — 
la fel tetraedrele [CAVB] = [VA BC] şi [CVAA']= 
= (ACVA'] au bazele [AVB]=[VAA'] şi deoarece A 
au virful comun C au şi aceeaşi înălțime; deci 


w(P') = B: 1 = 3u(P) adică v(P) = AB: 1. 


Consecinţă mul piramidei P VAA 4 


pa 05 


Fig. VI.92. 
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Fig. VL.88. 


Demonstraţie. Se construieşte tetracdrul P' =[V'ABC] de înălțime 


VA = și bază triunghiul dreptunghic isoscel (m(Â) — 90%) de eatetă 
1l=V28, triunghiul ABC fiind în același pie cu baza piramidei P, iar 
V' în acelaşi semispaţiu cu Y faţă de planul bazei piramidei (fig. VI.33), 
Piramidele P şi P' verifică condiţiile teoremei 2, deci 1(P) = v(Pi) — 
ah 7 pia LE a ae i 
= polABC]-1= PA pr, 

Toorema 7. Volumul trunchiului de piramidă 7=[ AAA AA. 4) 
este 
vol. tr. piramidă = 1 - /(B 


unde / este înălțimea trunchiului de piramidă, iar B LA As ] şi 
d = 04. 4. V 

Demonstraţie. Fie V virful pira- 
midei P = [VA.43.-.. Am] din care s-a 
obţinut trunchiul 7 şi piramida P' = 
= (VAM m: 44], 2 fiind înălţimea 
piramidei P' (fig. VI.34). Atunci P = 
= 7UP' şi 
(AD =uP)— (2) 


Dar (P)= Bu +2), 12) = 


=Ad-a şi >= a ) de unde 
3 B z+I 


rezultă că 
10 +V/B3) 
[2)) a DEE), 


Fig. VL.34. 
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Inlocuind expresia lui z din formula (2) în formula (1) se obţine: 


W7) = A(B-1+ B-2—0- 9381 +AB—5= 
= I[B-7+70+ VB:5=-1(8+o+ VB). : 


In stabilirea formulelor de calcul a volumelor se poate observa o oarecare 
analogie cu ariile, dar se constată totuși că pentru volume s-a folosit în plus 
şi teorema lui Cavalieri. Se pune în mod firesc intrebarea dacă nu s-ar putea 
renunţa la această teoremă şi să se procedeze la fel ca la arii, utilizind nu- 
mai teorema 1 și proprietăţile de descompunere. În cazul plan, trecerea de la 
dreptunghi la triunghi se face simplu, observind că o suprafaţă dreptunghiu- 
lară se descompune în două suprafeţe triunghiulare congruente, pe cînd în 
spaţiu, o prismă triunghiulară dreaptă nu se poate descompuhe în trei tetra- 
edre congruente. Menţionăm că formulele pentru volumul cubului, para- 
lelipipedulni dreptunghic şi a prismei drepte se pot obţine fără a utiliza 
teorema lui Cavalieri (aceasta poate constitui un exerciţiu facultativ), însă 
formulele pentru tetraedru și prisma oblică nu. Stabilirea riguroasă a for- 
mulelor respective nu este posibilă cu cunoştinţele clasei a X-a, iar utiliza- 
rea teoremei lui Cavalieri are avantajul că permite obţinerea cu ușurință 
a acestor formule, precum şi a altora care vor fi intilnite în capitolul VII. 


Exerciţii 


1. Baza unui paralelipiped drept este un romb cu latura de lungime a şi un unghi 
de măsură 60”. Aria laterală a paralelipipedului este 8a2. Să se afle volumul paralelipipe- 
dului. 

2. Baza unui paralelipiped drept este un paralelogram cu laturile de lungime a și 
ua, iar unghiul ascuţit al paralelogramului are măsura 60%. Să se afle volumul paralelipipe- 
dului ştiind că cea mai lungă diagonală a lui are lungimea 5a. 

8*. Un plan a, perpendicular pe muchiile prismei P 
sectează suporturile muchiilor în Bu, Ba, .... Em. Dacă S 
lungimea unei muchii, să se arate că v(P) = S-7. 

4. Într-un paralelipiped două feţe laterale au ariile S, şi S, şi formează un unghi de 
măsură 150”, Să se afle volumul paralelipipedului dacă muchia laterală este de lungime 1. 

5. Se consideră o piramidă patrulateră regulată cu latura bazei de lungime 10 şi 
înălţimea 12..Să se calculeze: 

a) aria laterală şi volumul piramidei; 

b) distanţele de la centrul bazei la muchia laterală, respectiv la fețele laterale ale 
piramidei. 

6. Un trunchi de piramidă patrulateră regulată are latura bazei mari AB = 3a, 
latura bazei mici 4"B' = a şi muchia laterală AA” = 2a. Să se calculeze volumul şi aria 
trunchiului. 


An] inter- 
Bn] şi 1 este 


AsAs -:: An4i 
dB, Ba... 
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7*. Să se demonstreze că volumul unui tetraedru (ABCD] este a şasea parte din 
volumul unei prisme a cărei bază este un paralelogram cu laturile congruente și paralele 
cu două muchii opuse (48) şi (CD) şi a cărui înălţime este egală cu cea mai scurtă distanță 
dintre cele două muchii. 

8. Se construieşte un coș de moară de forma unui trunchi de piramidă patrulateră 
regulată continuată cu o prismă patrulateră avind baza comună cu baza mică a trunchiului 
de piramidă. Se ştie că diagonala bazei mari este 180 cm, diagonala bazei mici 72 cm, 
iar înălțimea coșului este 160 cm. Să se calculeze volumul coșului ştiind că raportul dintre 
volumul trunchiului şi cel al prismei este 8. 

9. Un tetraedru [VABC] are înălţimea ă. La distanţele deh si 4 = de vtrtul V 


se duc plane paralele cu baza tetraedrului obținindu-se secţiunile re respectiv 
A"B"C". Să se determine raportul volumelor trunchiurilor de piramidă [ABCA”B"0"] 
și LAB"C"A'B'C'1. 

10*. Piramida [VABCD] de înălţime h are ca bază un dreptunghi de laturi AB = 
= a, BO = b, iar piciorul înălţimii este centrul bazei piramidei. Prin BC şi mijlocul M 
al muchiei laterale (VA) se duce planul a. Se cere: 

a) Să se calculeze raportul dintre volumele piramidelor [VH MN] şi (HABCD] unde 
(W)= VDNa și (H)= BMACN; 

b) măsura unghiului diedru dintre feţele [VAD] și (HAD) în cazul particular 


= (n + VE)a. 


11%. Un paralelipiped are ca bază dreptunghiul_ ABCD, iar muchiile (AZ), [AD] 
şi LAA”] au respectiv lungimile a, &, c. Unghiurile AAX şi A'AD sint congruente și au 
măsura z (în radiani). 

a) Să se arate că z (= : ). » 


b) Să se arate că volumul paralelipipedului este V = abe//Zcos Za. 
c) Dacă « este măsura unghiului feţei [ABB'A'] cu baza [ABCD] şi «a e (o. 33) 


să se arate că cosa = ctg z. 
12*. O piramidă triunghiulară regulată [SAC] are latura bazei de lungime a și 
feţele laterale triunghiuri dreptunghice în S. 
a) Să se calculeze volumul piramidei. 
b) Fie D şi E mijloacele muchiilor (4S) şi (20). Să se calculeze DE şi măsurile a şi 


SE a 
ale unghiurilor DEC şi SDE. 


$ 6. Mulţimi măsurabile în spaţiu 


În paragraful precedent s-a definit funcţia volum pentru mulţimi polie- 
drale. Există, însă, şi alte mulţimi pentru care se poate defini volumul. Aceste 
mulţimi se vor numi mulţimi măsurabile. _ 

Dotiniţie. O mulţime M de puncte din spaţiu se numește mulțime 
măsurabilă dacă există un număr real unic v(M) cu proprietăţile: v(M) este 
egal sau mai mare decit volumul oricărei mulţimi poliedrale inclusă în M și 
este egal sau mai mic decit volumul oricărei mulțimi poliedrale care include 
pe Ji. În acest caz numărul v(M) se numeşte volumul mulțimii M. 


108 


Este evident că mulțimile poliedrale sint măsurabile. Dacă se notează 
cu A mulţimea mulțimilor măsurabile atunci v : JL —+ R,. Problema de a 
decide dacă o mulţime care nu este poliedrală este sau nu măsurabilă este o 
problemă a cărei rezolvare necesită cunoștințe superioare de matematică și 
va fi rezolvată în clasa a XII-a. Totuşi, în capitolul următor vor fi studiate 
citeva astfel de mulţimi pentru care se va admite că sint măsurabile.: Noţiu- 
nile de punct interior al unei mulţimi măsurabile şi de descompunere a unei 
mulţimi măsurabile se introduc ca şi în cazul mulțimilor poliedrale. 

Atunci, teoremele 1 şi 2 din paragraful precedent pot fi extinse. 

meorema 1.(Tooremadeoxistență a tuneţiei volum.) 
Există o funcţie v: M — R,, care are proprietăţile (1)—(3) din teorema 1, $ 


Teorema (Principiul lui Cavaliori.) Fie MM EM 
şi un plan o. Dacă pontru orice plan a || ao; mulțimile «NM, și aNMa au 
arii şi acestea sînt egale atunci +(M,) = v(Ma) 


Observaţii 


1) Numărul v(M) se numeşte volumul mulțimi 

2) Restricţia funcţiei v la mulţimea 2 este func! 
precedent. 

3) Menţionăm că şi în acest caz, în formularea principiului lui Cayalieri considerăm 
că mulţimea vidă şi mulțimea formată dintr-un punct au arie nulă. 

Calculul volumelor mulțimilor care vor fi studiate în capitolul următor va fi făcut. pe 
paza acestor teoreme, admiţindu-se că acele mulțimi (cilindru, con, corp sferic și părțile 
lor) sint măsurabile. 


volum. definită în paragratul 


Exârciţii recapitulative 


1. Se consideră piramida patrulateră [(OABCD) cu baza dreptunghi (AB = a, 
BC = 5) şi muchia [OA] perpendiculară pe planul bazei (OA = A). Se notează cu £ şi P 
respectiv mijloacele segmentelor [OC], [0D]. Se cere: 

a) aria totală a piramidei; 

b) să se precizeze ce fel de patrulater este ABEF şi să i se calculeze aria; 

c) volumul piramidei [OA BEF]. 

ax. O piramidă are ca bază triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu AB = AC = a 
şi muchia (SA) perpendiculară pe bază, SA = b. Să se calculeze: 

a) aria totală a piramidei; 

b) măsura unghiului dru format de feţele [SBC] şi LABC] în cazul a = b/2; 

c) aria, în funcţie de a şi b, a secţiunii determinate în această piramidă de un plen 
ce trece prin A, este perpendicular pe faţa [SEC] şi o intersectează pe aceasta după o dreaptă 
MN paralelă cu BC. 

a*. Se consideră tetraedrul [SABC) în care SA=2a, SB=SC=a 
AB = AC = a, iar unghiul dreptei SA cu planul ABC are măsura 45%. Fie M și 
respectiv mijloacele muchiilor [SA], EC] şi D proiecția lui SS pe planul (ABC). 

a) Să se arate că BC | MN şi BC | SA. 

b) Să se arate că ABDC este pătrat. - 

c) Să se calculeze aria laterală a tetraedrului, considerind ca bază triunghiul ABC. 
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1 

4. Se consideră prisma [ABCDA'B'C'D']. Pe dreapta AD se consideră punctul E, | 

asttel încit A e (ED), AE = a, iar pe CB se consideră punctul F astfel încit B e (FC), 

iar BP = d. Un plan ce trece prin dreapta EP intersectează muchiile laterale (44), (BB), 

(CC'), (DD'), respectiv în punctele A,, B,, C,, D,. Să se demonstreze că A,B,C,D, 

AA a 
a 


este un paralelogram și că B 

5. O cutie de tablă are forma de paralelipiped dreptunghic [ABCDA'B'C'D] cu 
dimensiunile a, , e şi este plină cu ulei. Cutia fiind aşezată cu baza [ABCD] pe un plan 
orizontal se ridică de la un capăt rotind-o în jurul muchiei AD] (AD = a) asttel că muchia 
opusă se află la distanţă z faţă de planul orizontal. Ce cantitate de lichid poate rămtne 
în cutie? Discuţie, 


6*. O piramidă patrulateră regulată are muchiile laterale de lungime a. 

a) Notind cu înălţimea piramidei, să se calculeze volumul acesteia. 

b) Dacă « este măsura unghiului diedru format de două feţe latei 
măsura unghiului pe care muchiile laterale îl formează cu laturile baz 
cos a + ctg2f = 0. 

c) Se secţionează piramida cu un plan paralel cu baza. Să se demonstreze că condiţia 
necesară şi suficientă ca să existe un punct egal depărtat de cele șase feţe ale trunchiului 
de piramidă format este ca înălțimea trunchiului să fie medie proporţională între laturile 
bazelor, 


alăturate şi f 
să se arate pă 


7*. Lungimea muchiilor unui cub este a. Să se afle distanța dintre o diagonală a 
cubului şi o diagonală a feţelor laterale cu care nu se intersectează. 


8. Se consideră tetraedrul [ABCD), punctele M e (AC) şi N e (AD) și se duce 
prin. C paralela la BM care taie pe AB în Q şi prin D paralela la MW care taie pe AC 
în P. Să se arate că volumele tetraedrelor [ABCD] şi [AN PQ] sint egale. 


i 
ă 
i 
ă 
9*, Fie [VABCDEF] o piramidă hexagonală regulată cu muchia bazei de lungime a | 


şi înălțimea piramidei VO = a. Pe muchia [VC] se consideră un punct oarecare M. 
Planul (ABM) intersectează muchiile [YD], (VE) şi (VF) respectiv în VW, P și Q. Să 
se arate că: 

a) Dreptele AY, BP, MO şi VO sint concurente. 

b) Patrulaterele ABMO şi MN PO sint trapeze isoscele. 

c) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie al dreptelor AM şi BP cind M 
descrie muchia [VC]. 

d) În cazulcind M este mijlocul segmentului [VC]să se afle raportul ariilor supra- 
feţelor [MN PO] şi LABMOI. 


10. Se consideră cubul [ABCDA'B'C'D”] cu latura de lungime 3a. Se împarte fiecare 
latură a cubului în cite trei segmente congruente. Fie M, N, P punctele de diviziune cele mai 
apropiate de A, aflate respectiv pe muchiile (48), (AD), (44). Se secţionează cubul 
cu planul (MP) şi se îndepărtează piramida (AMNP). Se procedează la fel cu toate 
celelalte 8 virfuri ale cubului. Se cere: 

a) Să se verifice relaţia: f+ v=m+ 2 (/, v, m — reprezintă respectiv numărul 
feţelor, virturilor şi muchiilor) poliedrului rămas. 

b) Să se calculeze aria poliedrului obţinut. 

c) Să se afle măsura unghiului plan corespunzător unghiului diedru format de planul 
(MNP) cu planul bazei cubului. 

d) Să se determine distanţa de la virful A la planul (MP). 
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Capitolul VII 


Corpuri rotunde 


După cum s-a arătat îi introducerea la Capitolul VI, corpurile geometrice 
sint imagini matematice ale unor corpuri bine cunoscute din spaţiul fizic. 
În atară de poliedre, corpurile mărginite de suprafeţe plane, există şi corpuri 
care, parţial sau total, sint mărginite de suprafeţe neplane. 

În tehnică pot fi întilnite multe astfel de corpuri ca de exemplu: reci- 
pienţi pentru gaze, cazane de presiune, cisterne, containere pentru ciment, 
silozuri de ciment, ventile conice, pahare, abajururi, rulmenţi etc., numite 
„corpuri rotunde“. 

Acordind un rol special intuiției spaţiale, vom studia în acest capitol 
cilindrul, conul, sfera şi părţile lor. 


$ 1. Cilindrul 


Intr-un mod analog cu definirea prismei se defineşte şi cilindrul. Să con- 
siderăm două plane paralele a şi a, un disc D = [0(0, R, a)] (notind un cerc 
sau un disc din spaţiu, se pune în evidenţă şi planul în care se află) în a şi o 
dreaptă d care intersectează planul & într-un singur punct (fig. VII.4). 
Prin fiecare punct PE D = [(0, R,a)] 
construim un segment [PP'] paralel 
cu d, unde P'Ea. Reuniunea C a tutu- 
ror segmentelor PP"), astfel încit PP" d, 
Pe D şi P'Ea, se numeşte cilindru 
circular debaze D şi D'=C Na. Distanţa 
dintre planele a şi a' se numeşte îndl- 
țimea cilindrului. 

Proprietatea 1. /n orice cilindru 


cole două baze sint discuri cu aceeași rază 

Demonstrația este analoagă cu cea 
de la prismă (Cap. VI $ 1, proprie- 
tatea 1). Fig. VU. 


Fig. VU2. 


Dacă dreapta d este perpendiculară pe «, 
atunci C se numeşte cilindru circular drept. 

Reuniunea tuturor sezmentelor [PP'] cu PE 
Ee0, A, a), P'Ea' şi PP'Jd, formează supra- 
fața laterală a cilindrului (fig. VII.2). Mulțimea 
punotalor cilindrului, care nu aparţin nici supra- 
eței laterale şi nici bazelor, se numeşte interiorul 
cilindrului. Segmentele [PP'] cu PE (0, R, «) 
sint generatoarele cilindrului, iar raza cercurilor 
de bază, raza cilindrului. În cazul cilindrului 
circular drept, înălțimea este egală cu lungimea 
oricărei generatoare. 

Proprietatea 2. Intersecţia nevidă a unui 
cilindru circular printr-un plan paralel cu bazele 
lui este un disc de aceeași rază cu raza bazei. 


Această proprietate rezultă imediat din pro- 
prietatea 1. 


Corp de rotaţie şi suprafaţă de: rotaţie 


Să considerăm un corp care se mişcă în spaţiu, astfel incit fiecare punct 
al său rămine la distanţă constantă de o dreaptă fixă. Exemple: placa de pate- 
fon, roata olarului, roata tocilarului etc. Mişcările de acest fel se numesc miş- 
cări de rotaţie. Fiecare punct al corpului descrie un cere situat intr-un plan 
perpendicular pe o dreaptă fixă d numită axă de rotaţie, avind centrul situat 
pe d. Mişcările de rotaţie ne conduc la următoarele consideraţii geometrice: 

Să considerăm o dreaptă fixă d şi un punct oarecare P din spaţiu. Notăm 
cu P* proiecția lui P pe d și cu «p planul perpendicular pe d, care trece prin P. 
Dacă S$ este o suprafaţă (o suprafaţă poligonală simplă, disc etc.) situată în 


același plan cu d, care nu are nici un punct inte- 
rior pe d, atunci reuniunea tuturor cercurilor Cp = 
= 0(P*, P*P, ap) cu P e S, se numeşte corp de 
rotaţie (fig. VII.3). Dacă L este o curbă (linie 
poligonală, arc de cerc etc.) situată în acelaşi plan 
cu d, reuniunea cercurilor Cp cu PEL se nu- 
meşte suprafaţă de rotaţie. 

Cilindrul circular drept îl putem defini și ca 
fiind corpul care se obţine prin rotația unei supra- 
feţe dreptunghiulare în jurul suportului unei laturi. 
Atunci suprafața lui laterală este generată prin 
rotația unui segment [AB] în jurul unei drepte d, 
paralel cu el (fig. VII.4 şi VII.5). Dreapta d se 
numeşte aza cilindrului circular drept (sau de 
rotaţie). Orice plan dus prin axa lui este un plan de 


[:] 
n 


Fig. VIL.4 Fig. VII. Fig. VIL.6. 


simetrie pentru cilindrul circular drept, iar secțiunea unui cilindru printr-un 
asemenea plan se numeşte secțiune azială (fig. VII.6). 


Arla laterală și totală a unul cilindru de rotație 


Fiind dat un cilindru de rotaţie C se numeşte prismă înscrisă în acest 
cilindru o prismă ale cărei baze sint poligoane înscrise în cercurile de bază ale 
lui C şi avind muchiile laterale generatoare ale cilindrului (fig. VII.7). Ariile 
laterale ale tuturor acestor prisme aproximează prin lipsă un număr unic, 
numit aria laterală a cilindrului și notat cu o,(C). a,(C) este cel mai mic dintre 
numerele mai mari decit ariile laterale ale prismelor inscrise în C. 

La aria laterală a unui cilindru de rotaţie cu raza. şi lungimea genera- 
toarei G, putem ajunge intuitiv astfel: dacă tăiem suprafaţa laterală a cilin- 
drului de-a lungul unei generatoare [A B] şi o așternem pe un plan, spunem că 
desfăşurăm suprafaţa cilindrului pe plan, suprafaţa cilindrică luind forma 
unui dreptunghi A4'B'B (fig. VII.8), a cărui arie este aria laterală a cilindru- 
lui. Se constată că AA” este egal cu lungimea cercului de bază a cilindrului, 
deci AA' = 2xR. Aşadar, aria laterală a cilindrului se exprimă prin c,(C) = 
= AA'- AB ="2mRG. Astlel am obținut pe cale intuitivă (demonstraţia 
completă se omite): 


Fig. VIL.?. Fig. VIL.8. 
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B — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


Fig. VU.9. Fig. VIL.10. 


Aria laterală a cilindrului de rotaţie se calculează cu formula : 


aria lat. cil. = 2rRG 


unde R este raza, iar G generatoarea cilindrului. 
Aria totală a cilindrului de rotaţie C, notată cu o+(C), este suma dintre 
aria sa laterală şi ariile celor două baze. | 
Cum cele două baze sint congruente, ariile lor vor fi egale. Deci 40) =- 
= 2xRG + 2xR?, de unde 


aria totală cil. = 2rR(R + 6) | 


Volumul cilindrului circular 
Volumul unui cilindru circular este dat de formula: 


vol. ci 


| 
unde R este raza, iar I înălțimea cilindrul 

Pentru a demonstra această formulă, să considerăm o prismă cu bazele 
în aceleaşi plane cu bazele cilindrului, avind aria bazei B egală cu aria bazei 
cilindrului, adică B = x? şi înălţimea prismei este egală cu 7 (fig. VII.9). 
Aplicind principiul lui Cavalieri, cilindrul şi prisma au acelaşi volum, adică 
WC) = w(P)= B-1=nR2- 1]. 

Aplicaţii 

1) Să se afle aria laterală şi volumul cilindrului C circumscris unei prisme 
triunghiulare regulate care are latura bazei egală cu a şi muchia laterală d. 

Rezolvare. Fie prisma [ABCA'B'C'] înscrisă în cilindrul de rotaţie 
(fig. VII.10). Avem G = Iprisma =? şi AB=R|/3, de unde obţinem 


RAVE, deci a(0) = 2m [8 .p = 22/38 7; 0) = ri: = “E ș. 
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Exerciţii 


dă a unui cilindru este un pătrat de arie a. Săse alle volumul cilin- 


Secţiunea a: 


drului 
2. Înălţimea unui cilindru circular drept este de 8, iar raza 5. La ce distanţă de axa 
cilindrului trebuie dus un plan paralel cu ea, astfel incit secţiunea obţinută să fie un pătrat? 
8. Secţiunea axială a unui cilindru de rotaţie este o suprafață pătratică cu diagonala 
egală cu 4. Să se afle aria totală şi volumul cilindrului. 
i 4. Într-un cilindru circular drept cu raza 7 şi înălţimea 2 este înscris un pătrat oblic 
faţă de axa cilindrului, astfel încit două virturi ale sale sînt pe cercul unei baze, iar celelalte 
două pe cercul celeilalte baze. Să se afle: a) latura pătratului, b) aria laterală a cilindrului. 
5. Un cilindru circular drept are raza bazei a şi înălţimea egală cu lungimea cercului 
de bază, Să se afle aria totală şi volumul cilindrului. 
6. Aria totală a unui cilindru de rotaţie este de 90 7, iar înălţimea de 4. Să se calculeze 
volumul prismei hexagonale regulate înscrise în cilindru. 
7. Să se arate că oricare ar fi cilindrul de rotaţie, raportul dintre aria laterală a 
2 


cilindrului și aria laterală a prismei triunghiulare regulate înscrise în cilindru este 


3/3 
Ci Li 
iar raportul volumelor este . 
i ET 
8. Să se calculeze aria totală şi volumul cilindrului circular drept circumscris unui 


cub cu muci 

9. Aria laterală a unui cilindru circular drept este egală cu suma ariilor bazelor. 
Știind că volumul cilindrului este 1 000 x, să se calculeze raza şi generatoarea cilindrului. 

10. Aria laterală a unui cilindru de rotaţie este 160 7, iar volumul 640 x. Să se calcu- 
Jeze aria secţiunii axiale. 

11. Dintr-o piesă de oţel avind forma unei prisme patrulatere regulate drepte cu 
latura bazei de 10 cm şi înălţimea de 12 cm se strunjeşte o piesă cilindrică cu minimum 
de material pierdut. Să se afle aria laterală şi volumul piesei obţinute. 

12. Sa se afle masa unei țevi de plumb lungă de 5 m, cu grosimea de 4 cm și dia- 
metrul interior de 3 cm, densitatea plumbului fiind de 11,3. 

18. Dintr-un trunchi de arbore lung de 6 m, de formă cilindrică avind lungimea 
cercului de bază 125,6 cm, se ciopleşte o grindă cu secţiunea pătrată. Să se calculeze masa 
acestei grinzi, ştiind că densitatea lemnului este 0,8. 


Fie discul D =[(0, A, a)] într-un 
plan « și fie V un punct care nu apar- 
ţine lui a. Se numește con circular cu 
baza D şi virf V reuniunea tuturor seg- 
mentelor [VP], unde PE D (fig. VII.14). 
Segmentul [VA], unde A =-praV se 
numeşte îndlimea conului. Fără pericol 
de c&nfuzie, numărul Z = VA poate fi 
numit de asemenea înălțimea conului. 

Reuniunea tuturor segmentelor 
[VP] pentru care P € (0, R, a) for- Fig: VILA. 
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[Li 


Fig. VUAI2. Fig. VIL18. 


mează suprafața laterală a conului. Orice segment [VP] cu P E Q(0, A, a) se 
numeşte generatoare a conului. Mulțimea punctelor conului care nu aparţin 
nici suprafeţei laterale şi nici bazei se numeşte interiorul conului. 

Spunem că un con circular este drept dacă proiecția lui pe planul discului 
este centrul discului O (fig. VII.12). 

Într-un con circular drept generatoarele sint congruente. Într-adevăr, dacă 
[VAI și [VB] sint două generatoare, triunghiurile dreptunghice VOA şi VOB 
sint congruente (fig. VII. 12). 

Dacă notăm cu R raza bazei unui con circular drept, iar cu 7 înălțimea 
şi G generatoarea sa, atunci există relaţia: 

Ge = Rp 
dedusă din triunghiul VOA dreptunghic în O (fig. 11.12). 
inind cont de definițiile date corpului de rotaţie şi suprafeţei de rotaţie 
în $ 4, conul circular drept îl putem defini şi ca fiind corpul care se obține prin 
rotația unei suprafeţe triunghiulare dreptunghice în jurul suportului unei 
catete d (fig. VII.13). Atunci ipotenuza descrie suprafața laterală a conului. 


Secţiuni transversale prin conuri 


Să considerăm un con circular C, cu baza discul [2(0, A, 2)] şi înălțimea 
VA — I şi un plan 6 paralel cu a, de aceeaşi parte a lui a ca şi V şi la dis- 
tanţa 4 < 1 de la planul a. Intersecţia CN $ se numește secțiune transversală 
prin con la înălțimea h (lig. VII.14). Intersecţia CO(BV se numeşte conul 
format prin secționarea lui C cu planul . Vom demonstra că acesta este un con 
circular. 


Proprietatea 1. Secţiunea traxi lă arin conul ular C la 
distanța h de la bază este un disc d 
(4) R'==-A, unde 7 I —h ri 


Demonstraţie. Baza conului C fiind discul D = [Q(0, A, a)], asociind fie- 
cărui punct M € D punctul (4) = VMNB, se obţine o bijecţie g : D = D', 
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unde D' = CB (fig. VII.14). 
Trebuie să arătăm că D' este 
tot un disc. Ca şi în cazul 
piramidei, aplicaţia g . este 
asemănare, deoarece planul 
(VOM) taie planele paralele 
a, 6 după două drepte para- 
lele, deci OM || 0'M' şi analog 
OA || O'A'. Prin urmare, 
AVOM = AVO'M' şi AVOA = 
= AVO'A!. Rezultă că: 


deci 
(3) o'm =. om. Fin. VIL.14, 


Este evident că o asemănare aplică un disc într-un disc, deci D' este un disc 


de rază Î R. 


Aplicaţii. Ă 

1. Raportul dintre aria bazei unui con circular şi aria secțiunii transversale 
prin con la distanţa h de la planul bazei, este egal cu pătratul raportului dintre 
înălțimea conului dat şi îndlțimea conului format prin secţionare. 

Rezolvare:. vom folosi datele şi notaţiile de la demonstraţia precedentă 
(fig. VIL.14). 

Fie Rşi R' respectiv razele bazelor conului dat și a conului format prin 
secţionare şi S şi S” ariile lor. Avem: 


4) APS 


Dar din relaţia (2) avem: 
Rom va Tr! 
Inlocuind în relaţia (4) obţinem: 


Ss Lu 
sr)” 
ceea ce trebuia demonstrat. 

2. Prin secționiarea unui con circular drept cu un plan parălei cu planul 
bazei se formează un con avind înălțimea, generatoarea şi raza bazei proporțio- 
nale cu înălțimea, generatoarea şi raza bazei conului dat (fig. VII.15). 

Demonstrația se lasă ca exercițiu. 


/ 
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4 
Fig. VI16. Fig. VI16. Fig. VIUL.1?. 


nului circular drept 

Fiind dat un con circular drept C se numeşte piramidă înscrisă în acest 
con, piramida a cărei bază este un poligon inscris în cercul de bază a lui C 
şi al cărei virf coincide cu viriul conului (fig. VII.16). Muchiile laterale ale 
piramidei inscrise în conul circular drept sint generatoare ale conului, iar 
înălțimea piramidei este înălțimea conului. Ariile laterale ale tuturor acestor 
piramide aproxitnează prin lipsă un număr unic, numit aria laterală a conului 
şi notat cu a/(C). au(C) este cel mai mic dintre numerele mai mari decit ariile 
laterale ale piramidelor înscrise în C. 

La aria laterală a unui con circular drept C de rază R și generatoare G 
putem ajunge tot pe cale intuitivă astfel: dacă tăiem suprafaţa laterală a 
conului circular drept după o generatoare [VA] și o așternem pe un plan «, 
spunem că desfășurăm suprafaţa laterală a conului pe plan, aceasta luind 


forma unui sector de cerc determinat de arcul AA” al cercului E(V, G, «), 


unde /43, = 2xR (fig. VII.17). Aria laterală a conului fiind egală cu aria 


sectorului de cerc, obţinem: c(0) =-L -2xR- G. Cu ajutorul intuiţiei am 


ajuns la următorul rezultat (a cărui demonstraţie se omite): 
Aria laterală a conului circular drept se calculează cu formula: 


aria lat. con = AG | 


unde R este raza, iar G generatoarea conului. 
Aria totală a conului circular drept este suma dintre aria sa laterală și 
aria bazei. Deci 
40) = cuC) + a, = mRG + nRt, 
de unde 


Fig. VII8. 
Volumul conului ular 


Fie C un con circular (nu neapărat drept) cu aria bazei x? şi înălțimea 7. 
Volumul unui con circular este dat de formula: 


RI 


vol. con 


3 


Pentru a demonstra această formulă să considerăru o piramidă P cu baza 
în acelaşi plan a cu baza conului, avind aria bazei egală cu aria bazei conului şi 
aceeaşi înălţime (fig. VII.18). Aplicind principiul lui Cavalieri, obținem că 
piramida și conul au acelaşi volum, adică 


0) = (2) =- -(rR2)-1 = SEA, 


Aplicaţii. 

1. Într-un con echilateral C este înscrisă o piramidă patrulateră regu- 
lată P. Care este raportul ariilor laterale ale conului și piramidei? 

Rezolvare. Conul echilateral are secţiunea axială un triunghi echilateral. 


Deci VA = CV = 40 =G (fig. VIL49). Atunci R=. Deci a(0) = 


nRG = E - op) = 4(RV2)-YM, unde -M este mijlocul lui (AB). 
Aplicind teorema lui Pitagora în triunghiul dreptunghic VAM, obţinem: 
V 


Exerciţii 

1. Un con circular drept cu raza bazei R şi înălțimea h este intersectat cu un plan 
paralel cu baza. La ce distanţă de virt trebuie dus planul astfel încit aria secţiunii să fie 
egală cu jumătatea ariei bazei? 

2. Un con circular drept are generatoarea de lungime 13 şi raza bazei 5. Să se calcu- 
1eze aria secţiunii duse prin virful conului, care determină pe bază o coardă egală cu latura 
unui hexagon regulat înscris în cercul bazei. 

8. Secţiunea axială a unui con de rotaţie este un triunghi dreptunghic isoscel a cărui 
arie este 9. Să se afle aria totală şi volumul conului. 

4. Aria bazei unui con de rotaţie este egală cu 367, iar aria totală cu 967. Să se afle 
volumul conului. 


5. Aria laterală a unui con de rotaţie este 320x, iar raza conului este - din gene- 


ratoare. Să se calculeze volumul conului. 

6. Înălţimea unui con de rotaţie este egală cu 15, iar suma dintre generatoare şi rază 
este 25. Să se calculeze aria laterală şi volumul conului 

7. Să se calculeze volumul conului înscris într-un tetraedru regulat de muchie a. 

8. Un cort conic are înălţimea de 3 m şi diametrul bazei de 8 m. Ciţi metri pătraţi, 
de pinză au fost folosiţi pentru confecţionarea cortului? 

9. într-un con circular drept se dă raza bazei R şi înălțimea h. Să se determine mu- 
chia cubului înscris în con. 

10. Într-un con circular drept cu raza R şi înălțimea h se înscrie o prismă triunghiu- 
lară regulată ale cărei feţe laterale sint pătrate. Să se determine muchia laterală a prismei. 

11. Să se afle vclumul şi aria corpului obţinut prin rotația unei suprafeţe triunghiu- 
lare isoscele [ABC] în jurul lui AB, ştiind că AB = AC = 25 şi BC = 30. 

12. Dintr-o piesă de oțel avind forma unei piramide regulate cu baza un pătrat de 
latură 10 cm şi înălțimea 12 cm, se strunjeşte o piesă conică cu minimum de material pierdut. 
Sa se afle aria laterală şi volumul piesei obținute. 


și Țri h 4 on 

“Trunchiul de con se defineşte în mod asemănător cu trunchiul depiramidă. 
Fie C un con circular avind virful V și baza discul [2(0, R, «)]. Considerăm un 
plan a” parale] cu planul bazei a de aceeaşi parte a lui a ca şi V, care determină 
în conul C o secţiune transversală și un nou con C” avind virtul V şi baza discul 
[e(0”, r, a)]. Corpul obţinut prin înlăturarea din conul Ca conului C”, fără 
bază, se numeşte-trunchi de con. Deci mulţimea 7 = (C — C')ULO(O', r, «)] 
este trunchi de con (fig.VI1.20). Discurile [2(0, R, a)] şi [C(0', r, a)] se numesc 
bazele trunchivlui de con. A 

Dacă planul a” taie generatoarea [V.M] a conului C în punctul M' seg- 
mentul [MM] se numeşte generatoare a trunchiului de con 7. Segmentele 
[AA"), [BB] sint generatoare ale lui 7 (fig. VII.20). Partea din suprafaţa 
laterală a conului C cuprinsă între planele a şi a' este suprafața lăterală a. 
trunchiului de con. 
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Fig. VIL.tv. Pi. VIU. 


Înălţimea h a trunchiului de con este distanța dintre planele « şi a și 
este egală cu diferenţa dintre înălțimile 7 şi J* ale conurilor C şi C”, deci 
Le A dă 

Un trunchi de con circular este drept dacă el rezultă dintr-un con circular 
drept (tig. VII.24). 

Exerciţii 

1. Arătaţi că un trunchi de con tiretilar este drept dacă şi numai dacă dreapta ce 
uneşte centrele bazelor esto perpendiculară pe planele bazelor. 

2. Să se arate că într-un trunchi de con circular drept, avind centrele bazelor 0,0, 
dacă [AA] este o generatoare, atunci patrulaterul OAA'0! este trapez dreptunghic cu 
bazele [OA], [O“A'] şi cu înălțimea [007] (fig. VII.24). 

8. Într-un trunchi de con circular drept, generatoarela sint congruente: 


Trunchiul de, con circular drept este un corp de 
rotaţie. Orice trunchi de con circular drept se obţine 
prin rotația unei suprafeţe trapezoidale dreptunghice 
[OMM'0'] în jurul suportului d a laturii perpendiculare 
pe baze (fig: VII.22). Dreapta d = 00' se numeşte 
aza de rotaţie a trunchiului de con. Suprafața laterală 
a trunchiului de con se obţine prin rotația lui [MM] 
în jurul lui d. 

Să considerăm trunchiul de con 7 = (C—C')U 
Ule(O”, r, «)]. Ariile laterale ale tuturor trunchiuri- 
lor de piramidă inscrise în 7 aproximează prin lipsă 
un număr unic, numit aria laterală a trunchiului de con 
şi notat cu ou). cu(7) este cel mai mic dintre nume- 
rele mai mari decit ariile laterale ale trunchiurilor de 
piramidă înscrise în 7. Fig. Vu.22. 


121 


Folosind notaţiile din figura VII.21 se observă că aria laterală a trunchiu- 
lui de con este egală cu diferenţa ariilor laterale a conurilor C şi C', avind 
aceeaşi axă de rotaţie VO şi acelaşi virt V. Deci (7) = c4(C) — cu4(C”)- 
Cum s4(C) = xRG şi oC") = nrG', unde prin R, r am notat razele 
bazelor, iar prin G, G' respectiv generatoarele conurilor C și C”, rezultă 


(4) ai(7) = nRG — nrG' = m(RG — rG"). 
Contorm aplicaţiei 2 din $ 2 putem scrie: 
e I-A 
pi GI 


Notind cu g generatoarea trunchiului de con 7, g = G — G', obţinem: 


de unde rezultă 
(2) 6= 


Analog se deduce că 
(3) Gat, 
înlocuind pe G şi G' din relaţiile (2), respectiv (3) în relaţia (1) obținem: 


Rae 
suT) - (4 E 


mg Rr 


ep Ia Rar): 


Deci 
Aria laterală a trunchiului de con circular drept se calculează cu formula: 


|aria lat. tr. con = za +7) | 


unde R, r, g sînt respectiv razele bazelor trunchiului de con şi generatoarea sa. 
Aria totală a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria sa 

laterală şi ariile celor două baze. 

Deci 


|aria totală tr. con = ma(f + 7) + nf + 77? | 


'Ținind cont că C = TU C“, volumul trunchiului de con oarecare îl putem 
obţine făcînd diferența volumelor celor două conuri C, C”, deci 


(3) (7) = ERIE 5 (e 1-7, 


unde 7, 7” sint înălțimile conurilor C, C”. 
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Fic h = I — I' înălţimea trunchiului de con. Folosind aceeași aplicaţie 
2. $2 putem scrie că 


At oo 
Aa 
de unde 
_ Rh 
(5 L> pe 
Analog obţinem 
(6) Pi zi 
/ Inlocuind pe I şi J! din relaţiile (5) şi (6) în relaţia (4) obţinem: 
A n (_Rh mn) ___mh Ca ST art ae: 
HZ sea ==) e sp bointiii (E oprite dear a 


Am demonstrat: 
Volumul unui trunchi de con circular este dat de formula: 


(7) [vo tr. con = za (2 +72 + Rr) 


unde R, r şi h sint respectiv razele bazelor şi înălțimea trunchiului de con. 
Demonstraţi formula volumului trunchiului de con folosind formula 
volumului pentru trunchiul de piramidă şi principiul lui Cavalieri | 


Aplicaţie. $ [] 

1. Să se demonstreze că volumul trunchiului de con se calculează şi prin 
formula 

(E) NT) = Ea ri + ară) = 


(B+ 8 + 45), 


unde rm, Sm reprezintă raza, respectiv aria secţiunii în 7 la distanţa - de la 
baza mare (fig. VII.23). 

Rezolvare. Deoarece (2rm)? = (R+r)= R2+r2+2Rr, 
avem Rr = 2 (472, — R2 — 72); inlocuind în formula (7) 


se obţine formula (8). 


Exerciţii 


4. Aria laterală a unui trunchi de con circular drept este 
egală cu 225m, generatoarea 25, iar înălţimea 24. Să se calculeze 
„volumul trunchiului de con. Fig. VI.28. 
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5. Un trunchi de con circular drept are razele bazelor 9 și 15, iar generatoarea 10. 
Să se afle aria laterală și volumul conului din care provine trunchiul de con. 


6. Într-un trunchi de con circular drept, raportul ariilor bazelor este egal cu &. Gene- 
ratoarea are lungimea egală cu a şi este înclinată faţă de planul bazei cu un unghi de 45%, 
Să se calculeze volumul trunchiului de con. 


7. Un trunchi de con circular drept are înălțimea egală cu 10, iar razele bazelor 8 şi 
18. La ce distanţă de baza mică trebuie făcută o secţiune printr-un plan paralel cu bazele 
astfel încît secţiunea. făcută să aibă aria media proporţională între ariile bazelor? 

8. Într-un con de rotaţie cu raza R = 5 și înălțimea Z = 12 se face o secţiune para- 
1elă cu baza avind aria egală cu 4x. Să se calculeze aria laterală şi volumul trunchiului 
de con format. 


9. Razele bazelor unui trunchi de con sint R şi r; generatoarea formează cu planul 
bazei mari un unghi de 45%. Să se afle aria laterală şi volumul trunchiului de con. 


10. Se dă un hexagon regulat cu latura 4. Să va cadeuleze aria și volumul corpului 
rezultat prin rotirea suprafeţei hexagonale în jurul axei de simetrie ce trece prin mijlocul 
unei laturi. 


11. O suprafaţă trapezoidală dreptunghică ABCD (BC | AB) se roteşte în jurul 
unei axe paralele cu BC, la distanța 3 de la BC, axa fiind în afara trapezului. Dacă 
AB = 5, AD = 5 şi CD = 2, să se afle aria şi volumul corpului de rotaţie. : 


4. Sfera 


În capitolul IV $ 4 am definit sfera 
8(0, 7) = (MIOM=r), y 
interiorul, sferei 
Int S(0,r) = (M|OM<r) 
şi corpul sferic 
[&(0, 7)] = (0, 7) U Int 30, r) = (MOM sr). 
Se defineşte şi exteriorul unei sfere şi anume: 
Ext 3(0,7) = (Q 109 >r)- 
Dacă M € (0, 7), atunci prin raza sferei 
vom înţelege atit segmentul [OM] cit şi numărul 
OM =—r (fig. VII.24). Dacă P şi Q sint două 
puncte pe sfera $(0, r), atunci segmentul [PQ] s 
numeşte coardă a sferei. O coardă care conţini 


centrul sferei se numeşte diametru. Evident că lun 
gimea fiecărui diametru este egală cu 2r. 
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Fig. VIL.25. Fig. VIL.20. 


Poziţiile unui plan faţă de o sferă 


Teorema 1.Fie g(0,r)osteră şi a un plan, M=pr,0 și h=d(0, a)=0M' 
n) Dacă i >r, atunei planul « și sfera (0, r) mu au puncte comune. 


b) Dacă k = r, atunei planul « şi sfera £(0,r) au exact un punet comun 

c) Dacă 0 p atunci planul a și sfera £(0O, r) au în comun un cere 

d) Dacă i — 0, adică O E e, atunei planul « intersectează sfera după un 
cere de rază numit cerc mare al sferei 


Demonstraţie. a) Fie h >r; pentru orice punct P Ea avem: 

OP > d(0, M) >r, deci P € Ext 8(0,r) (fig. VIL.25) şi 
80,1)Nnae= a. 

b) Fie h = r, atunci MEs8(0,r). Dacă Pa, Pa M, atunci în tri- 
unghiul dreptunghic OMP(OM _L MP) (fig. VII.26) avem: OP >0M = 
şi deci P € Ext 8(0, r). Aşadar 8(0, r)ha = (M). 

c) Fieh <r; notă: Vr—h2. Dacă PEO(M,a, a), atunci OP = 

Ve a: = Vh: h? = r, deci PES(0,r). Aşadar, toate punctele 
cercului 2(M, a, «) aparţin intersecţiei £(0, r)Na (fig. VII.27). Fie acum Q 
un punct comun planului « și sferei $(0,r). Atunci avem 0Q = r şi MQ = 

WVO0Q— OM: = 72 — n: = a, deci QEO(M, a, a). Aşadar $(0,r7)Na = 
= E(M, a, a). Cercul E(M, a, «) 
se numește secțiunea făcută de plan 
în sfera S(0,r). 

d) Dacă h = d(0, 2) =0 atunci 
M = 0, deci Oa, şi planul « inter- 
seotează sfera după un cerc al cărui 
centru este centrul sferei O şi a 
cărui rază este, deci, raza sferei 
(fig. VI1.28). 

Un plan « se numeşte respectiv 
secani, tangent sau exterior sferei Fig. VIL.27. 
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| â5 


Fig. VIL.28. Fig. VIL.29. 


după cum pianul « intersectează sfera intr-un cerc, într-un singur punct 
sau în nici un punct. 

Din demonstrația punctului b) a teoremei 1 rezultă că: 

Observaţie. Orice plan tangent la o sferă este perpendicular pe rasă în punctul de 
tangenţă. 


Poziţiile unei drepte faţă de o sferă 


oroma 2. Fiind date stora 2/0, r) şi drempta a, so notează 
M = Pra şi n =d(0, a) = OM 
a) Dacă A >, atunei dreapta a şi st ), 7) mn au punete comune 


(dreapta a este exterioară nferei) 
b) Dacă Ah = r, atunei dreapta a şi atera (0, r) an oxact'un punet comun 

sferei) 

atunci dreapta a şi kfera £(0,r) nu exeet două puncte 


(dreapta a este 4 
e) Dacă 0 
a pate secant 


comune (dreapta 2) 
Demonstraţie. Intersecţia planului (Oa) cu sfera &(0, r) fiind un cero de 


rază , teorema'2 revine la teorema analoagă învățată la cerc (manual cl. a IX-a 
„Poziţia unei drepte faţă de un cerc“) (fig. VII.29). Din teorema 2 rezultă 
că dreapta a este tangentă la sfera (0, 7) dacă şi numai dacă d(0, a) = r. 
Punctul comun tangentei şi sferei se numeşte punct de tangenţă sau punct de 
contact. Din teorema 2 rezultă de asemenea: 

Observaţie. Fiecare tangentă la sferă este perpendiculară pe raza dusă în punctul de 
tangenţă M, deci aceste tangente sint incluse în planul tangent în punctul M (fig. VI1.26). 

Corpul sferic îl putem defini şi prin rotația unui semidisc în jurul diame- 
trului care îl mărginește, iar sfera se obţine prin rotația unui semicerc. 


Exerciţii 
1. Să se arate că un corp sferic este o mulțime convexă, iar exteriorul unei sfere nu 


este o mulţime convexă. E 
2. Să se arate că simetricul oricărui punct al sferei $(0, r) faţă de centrul O aparţine 


de asemenea sferei $(0, r)- 
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3. Să se arate că suportul oricărui diametru al sferei este axă de simetrie a sferei. 
4. Dacă două cercuri din spaţiu neaşezate în acelaşi plan au două puncte comune 
există o sferă şi numai una care conţine cele două cercuri. 
5. Prin două puncte distincte de pe sferă, care nu sint coliniare cu centrul sferei, 
trece un singur cerc mare al sferei. 


Calota şi zona sferică 

- Să considerăm sfera S(0,r) și un plan «, situat la distanţa k de la centrul O 
(& < 7). Atunci «N8(0, r) este un cerc de centru M = praO şi rază ru. Să 
notăm prin S” şi S$” semispaţiile închise limitate de planul a. - 

Intersecţiile £(0, r)N 8 şi 8(0, r)NS* se numesc calote sferice. Cercul 
E(M, ru, «) este baza calotelor (fig. VII.30). Notind cu [P,P3] diametrul sferei 
perpendicular pe a, distanţele MP, = r — k, MPa =r + k sint înălțimile 
calotelor. Dacă O € a, cele două calote se numesc semisfere. 

Fie a, p două plane paralele care intersectează sfera $(0,r) după cerou- 
rile E(Mu, ru, 2) şi O(Ma, ra, 6). Mulțimea &(0, r) N[aM, N[B.M, (porţiunea din 
sferă cuprinsă între planele a şi 8) se numește zond sferică de baze (Mu, ru, «) 
şi 0(Ma, ra, 6) şi înălțime h MM, (fig. VIL.31). 

Observaţii. a) Calota şi zona sferică sint de asemenea suprafeţe de rotaţie. Rotind un 
arc mic de cerc AF în jurul suportului d al unui diametru, se obţine o calotă sferică, dacă 


Aed şi o zonă sterică, dacă AB nd = 2 (fig. VII.32 şi VII.39). 


Fig. VIL.80. Fie. VI-a. 
d 
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b) Calota sterică poate fi considerată ca un caz particular de zonă sterică (una din 
baze se reduce la un punct). 


a zonei, şi calotei sferice. Arla sferei 


Să considerăm o zonă a sferei (0, r) şi un trunchi de con circular drept 7 înscris 
în zonă (bazele trunchiului de con sînt bazele zonei) (fig. VII.34). Secţionind sfera cu un 
plan « ce trece prin cele două centre M şi JV ale bazelor trunchiului de con, deci și prin 
punctul O, se obţine un cerc cu centrul în O; fie [AB] o generatoare a trunchiului de 
con în planul a. Atunci 


[3] i auT) = r- AB- (AM + BN). 
P şi Q fiind mijloacele laturilor [AB] şi [MN] ale trapezului dreptunghic ABNM, rezultă că 
e) AM + BN=2-FQ. 
înlocuind relaţia (1) obținem: 
(3) au) = 2 AB - PQ. 
Fie C= Prand. Din asemănarea triunghiurilor ABC și POQ rezultă că: 
AB AC 
o” 7Q' 
de unde 


AB: PQ = OP-AC. 

Cum AC = MN, rezultă că AB- PQ = OP: MN. Înlocuind aceasta în relaţia (3) 
obținem: 

(4) au(T) = 2s-0P- MN. 

Să considerăm acum sfera «(0, 7) şi zona sferică Z de înălțime A = MA, cu bazele 
cercurile C(M, AM, «) şi E(N, BN, 8). Zona Z intersectează un cerc mare al sferei (0, r), 
situat într-un plan perpendicular pe &, în arcele AB şi AB (fig. VII. 35). Împărțim 
arcul AB în arcele congruente AA, AA, --: AnaB şi ducem prin punctele As, As, ---» An-a 
plane paralele cu «, care taie segmentul (MN) în punctele M,, M,, -::, M-a şi impart zona Z 
în zonele Z,, Z, -» Zn de înâl i MM, MM M, 
trunchiurile de con Zi, Ta -.-. Zn; reuniunea Sp a suprafeţelor laterale ale lui Ti, 
aproximează zona Z. Vom arăta că ariile o(Sn), n = 1, 2, 3,..., aproximează prin lipsă 
un număr unic, numit aria zonei sferice și notat cu a(Z). 


Fig. VIL.34. 


Fig. VU, 
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Notind cu Px mijlocul lui [An-+An] şi folosind formula (4), aria laterală a lui Ti 
se serie a(7n) = 2: OPh- Mao Mn (Ma = M, Mn = B). Suma tuturor acestor arii 
laterale este aria lui Sn: 


a(Sn) = (Zn) = 2 OPu Mi-a Mk. 
( 3 a 3) ip 2 n Mao MR 


Deoarece arcele An_sAn sint congruente, coardele (An-+A) şi de asemenea segmentele 
(OP4) sint congruente între ele. Aşadar 


(5) a(5n) = 2m-0P,* M-a Mh = 2 OP, * MN. 


Dacă n creşte, distanţa OP, aproximează prin lipsă raza r a sterei (0, r) cu orice 
precizie dorită, deci, ţinind cont de (5), a(Sn) aproximează prin lipsă numărul 2nr- 
- MN = 2nrh, de asemenea cu orice precizie dorită. Cu alte cuvinte: 2rrh este cel mai 
mic număr mai mare dectt toate ariile aprozimative a(Sn). Aşadar o(Z) — 2nrh. 


Aria zonei sferice se calculează cu formula: 


aria zonei 2xrh 


unde r este raza sferei, iar h înălţimea zonei sferice. 

"Ținind cont că o zonă sferică la care una dintre baze se reduce la un 
punct devine o calotă sferică, atunci aria calotei se va calcula tot după 
aceeaşi formulă, adică: 


— | 
| aria calotei = 2mrh | 


unde r este raza sferei, iar h este înălțimea calotei. 
Aria sferei se obţine imediat considerind sfera ca o zonă cu înălțimea 


h = 2r. Deci 


| aria sferei Aer! 


Volumul corpului aterie 


Teorema 3, 


Demonstraţie. Considerăm corpul steric $5(0, r), cilindiul de rotaţie C de rază r și 
înălţimea 27, precum şi corpul C, U Ca, unde C, şi Ca sint conuri de rotaţie congruente, 
cu aceeaşi axă, cu generatoarele în prelungire, de rază r şi înălţime r. Cele trei corpuri sint 
disjuncte și aşezate pe acelaşi plan « (fig. VII.36). Secţionindu-le cu un plan f |] a, la 
distanța z de O, se obţin trei discuri avind razele respectiv MW pentru sferă, PQ 
pentru con și UV pentru cilindru. Deoarece MN: =—r?—z:, PQ=az, UV =r, re- 
zultă că rMN: + sPQ: = xUV:, adică aria secţiunii prin 8 în SU (C,U C,), este egală, 
cu aria secţiunii în C. Aplicind principiul lui Cavalieri obţinem: v(S) + v(C, U C,) = v(C) 
de unde 


w(5) = WC) — WC. UC) = 2mr0 — 2- Ei ai e, 
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n — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


Aplicaţii. 1. Se observă că u[$(0, 7)] = 1 a(30, 7) «7. Acest rezultai 


este valabil mai general: dacă 5 este o suprafață inclusă în sfera S(0, 7), care 
are arie, şi S reuniunea segmentelor [0P) cu P € E (fig. VII.37), atunci 


= aer 
(6) 5) mm 


Formula (6) poate fi demonstrată aproximind pe S din interior cu o 
reuniune de piramide avind ca virf comun punctul O, iar ca baze triunghiuri 
cu virturi pe 5. 

În cazul cînd E este calotă sferică, S se numeşte sector sferic (fig. VII: 
pentru care se obţine din (6): 

(7) vol. sector sferic = 277%, 
„8. Două plane paralele a şi B, care intersectează sfera S(0, r) după cercu: 
rile CUM, rss a), (Ma ra 8), (ri > ra), descompun corpul sferic [(0, 7)] 
trei corpuri, numite segmente sferice (fişz. VI1.39 şi VII.40). Vom arăta că volu 


Fin. VUL.B7 Pig. VIL.B5 Fig. VILay 


mul Y al segmentului sferic se calculează cu 
aceeaşi formulă (8) de la $ 3, pe care am - 
stabilit-o pentru trunchiul de con. Tratăm cazul A 


segmentului sferic Sag, cuprins între planele « | 

şi B (pentru cele în exteriorul lui « şi 6 seia | ! 

Ta = 0), si M E (0M). A c, | 
Considerăm părţile corpurilor S, CUC, N 

şi C din demonstraţia teoremei 3 cuprinse între at 7 

planele « şi si a, 


: segmentul sferic Sa, ș, trunchiul de Sai 
con Ta, g şi cilindrul Ca, ş (fig. VII.41). Între volu- Fig. VUL.40 
mele lor V, V”, V” există relaţia: V= V"—V'. 

Fie h = M,Ma, Ma mijlocul lui [M Ma), rm = A(Ma, MM) şi 2 = OMa. 
Secţionind pe Sa, Za d Cap cu un plan y ||, care trece prin M, se 
obţin trei discuri de arii nr2, s = ma? s = nr? şi avem: s— PB = mră, 
s = d! = nr, s—s' = nrâ, unde B', b' sint ariile bazelor lui Ta, g- 


Ținind cont de formula (8), $ 3, rezultă: V = V — Vp! = hs — Ah (B+ 


+ 45) = ls — B+ (5 — d) + 40 — 591, deci 
(8 V=hri + ri + ârâ). 
Putem găsi o expresie pentru V în funcţie de ru, ra şi h. Din 
mort (s-or rm (+2) 
.2 2 
se deduce că ârâ, = 27 + 2râ + h* şi avem în final pentru volumul segmentului sferic: 


6) V = EA (art + ară + me). 


| Fig. VILA 
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Dacă segmentul sferic se obţine din corpul sferic prin secţionare cu un singur plai 
(fig. VIL.40) ra = 0 şi 


(10) V 


E (art + 10). 


Deduceţi formula (10) prin descompunerea sectorului sferic într-un segment sferi 
şi un con! 

3. În cazul altor corpuri de rotaţie (de exemplu butoaie, cisterne ete.) 
formula (8) serveşte la calcularea aprozimativă a volumelor. Se obţin aproxi- 
maţii bune, dacă corpul se descompune în suficiente părţi prin plane paralele 
şi formula (8) se aplică separat pentru fiecare parte. 


6. Un corp sferic de rază 6 se secţionează cu un plan a. La ce distanţă de centrul 
sterei trebuie dus planul « pentru ca aria discului de secţiune să fie egală cu 9? 


7. Să se afle raza unei sfere ştiind că aria sa şi volumul corpului sferic se exprimă prii 
acelaşi număr. 


8. O zonă sferică are razele bazelor 15 și 8, iar raza sferei este 17. Să se alle aria zonei 
sferice (în două cazuri). 


9. Să se afle muchia unui tetraedru regulat înscris în sfera de rază R. 


10. Raza bazei unui con circular drept este egală cu 4 şi nălţimea 3. Să se atle volu- 
mul corpului sferic înscris în con. 


11. Să se afle muchia unui cub înscris în sfera de rază R. 


12. Într-o sferă de rază 10 se înscrie un cilindru circular de înălţime 12. Să se cal- 
culeze aria laterală şi volumul cilindrului. 


18. Baza unei prisme drepte este un triunghi cu laturile 6, 8 şi 10, iar înălțimea pris- 


mei este egală cu 24. Să se afle aria şi volumul sferei circumscrise prismei. 


14. Unei sfere de rază R i se circumscrie un trunchi de con. Știind că raza bazei mici 
este de patru ori mai mică decit raza bazei mari, să se afle aria totală şi volumul trunchiu: 


1ui de con. 


15. Dintr-un cilindru de metal în care înălțimea și lungimea diametrului bazei sint 
egale cu 20 cm, se strunjeşte un corp sferic de volum maxim: Să se atle volumul materia: 


Jului pierdut. 


16. Un con circular drept are înălţimea egală cu h şi este înscris într-o sferă d d 
rază R. a) Să se calculeze în funcţie de R şi A volumul V şi aria laterală S a conului 
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b) Să se arate că E nu depinde de A. c) Se consideră calota sterei d, care are aceeași 


bază ca şi conul şi nu conţine virful conului. Să se calculeze aria calotei și să se deter- 
mine apoi h astfel încit aria laterală a conului să fie egală cu aria calotei. 


1. Diagonala secţiunii axiale a unui cilindru echilater (secţiunea axială este un pătrat ) 
este egală cu a. Să se afle volumul prismei octogonale regulate înscrise în acest cilindru. 


2. Într-un cilindru circular drept de rază a și generatoare b este înscrisă o prismă tri- 
unghiulară regulată, iar în prismă este înscris un cilindru. Să se afle raportul volumelor 
celor doi cilindri. 


8. Să'se calculeze raza cercului de bază şi generatoarea cilindrului circular drept a 
cărui arie totală este jumatate din aria sferei în care poate fi înscris. 

4. Să se afle la ce distanță de virtul unui con, cu raza bazei 4 şi înălțimea 5, trebuie 
să ducem un plan paralel cu baza pentru ca acest con să fie împărţit în două părţi de ace- 
laşi volum. 

5. Se dă un con circular drept în care a este măsura unghiului format de înălțime cu 


peneratoarea, iar r este raza sferei inscrise în con. a) Să se exprime în funcţie de « şi r aria 
laterală a conului. b) Să se determine « astfel încit această arie să fie egală cu 3xr (sin a). 


6. Într-un vas în formă de con circular drept, cu înălțimea de 6 dm, cu virtul în jos 
se toarnă 150,72 1 de apă. Apa se urcă în vas pină la & dm. Să se afle capacitatea vasului 
întreg. 

7. Un con circular drept, care are raza bazei R şi înălțimea £ = 2R, se taie cu un 
plan paralel cu planul bazei determinind astfel un trunchi de con de înălțime d. a) SA so 
calculeze volumul trunchiului de con în funcţie de R și d. b) Să se determine d în funcţie 
de Ri astfel ca în acest trunchi de con să se poată înscrie o sferă. 


8. Sa se afle aria totală şi volumul corpului obţinut prin rotația unei suprafeţe 
hexagonale regulate în jurul suportului unei laturi, ştiind că latura hexagonului esto 
egală cu a. 


9. Să se calculeze aria laterală şi volumul unui trunchi de con ştiind că raza bazei 
mari este egală cu R/3 şi că în trunchiul respectiv se poate înscrie o sferă de rază R. 


10. în trapezul ABCD, cu bazele [A B] şi [DC], diagonalele [AC] şi [BD] se intersec- 
tează în O. a) Cunoscind AB = a, DC = b(a > b) şi înălţimea h a trapezului, să se cal- 
culeze distanţele de la punctul O la cele două baze. b) Fie V, şi V, volumele corpurilor 
obținute prin rotația suprafeţei trapezoidale ABCD în jurul bazelor DC respectiv AB 
Care dintre cele două volume este mai mare? 


11*. O sferă de centru O şi de rază R este secţionată de două plane paralele « şi f 
situate la distanţa h unul de altul. Să se afle distanţa de la centrul sferei la planul & astfel 
încit aria zonei sterice dintre cele două.plane să fie egală cu suma ariilor secţiunilor plane. 
Discuţie. 
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12. a) La ce distanţă de centrul unci sfere S de rază R trebuie dus un plan asiel 
ca aria calotei mici, ce se formează, să fie egală cu aria laterală a conului circular drept, 
avind ca bază cercul de intersecţie al planului cu sfera şi virtul pe calota mare? b) Să se 
afle raportul dintre volumul conului şi volumul corpului sferic [S]. 


18. înte-un trapez isoscel ABCD un unghi ascuţit este de 45*, iar latura oblică este 
congruentă cu baza mică [CD]. 

a) Dacă AD = 10, să se afle lungimea diagonalei [8D]. 

»b) Sa se afle volumul corpului obținut prin rotația suprafeţei trapezoidale [A BCD] 
în jurul dreptei AB. 


14. Un con de rotaţie are raza bazei R şi înălţimea A. Să se inscrie în el un cilindri 
de arie totală maximă. 


Probleme recapitulative 


1. Să se arate că un poligon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascuţite. 
2. Fie ABC un triunghi. Să se găsească locul geometric al punctelor M e (ABC) 
pentru care ABM] = s[ ACM]. 


"8. Se dă un patrulater convex ABCD. Să se alle locul geometric al punctelor M e 
e Int ABCD pentru care a[MBCD) = o(MBAD]. 


4. Să se determine o dreaptă MY, paralelă cu bazele unui trapez ABCD (Me (AD), 
N e (BC)), asttel incit diferenţa ariilor lui [A BNAM) şi [MNCD] să fie egală cu un număr 


dat. 
5. Pe laturile triunghiului ABC se iau punctele D, E, F asttel ca 22 = 


= CE — AF — 2. Sa se afle raportul ariilor triunghiurilor DEF şi ABC. 


EA FB 


6. Laturile neparalele ale unui trapez circumscris unui cerc formează cu baza mare 
unghiuri de măsură a respectiv f. Să se afle raza cercului, ştiind că aria trapezului esto S. 


7. Se consideră un triunghi echilateral ABC şi diseu [e (e. EI ]: unde O este 
ortocenteul triunghiului și a= AB. Sa se determine aria suprafeței [ABC] — 


tes). 


8. Să se arate că în orice triunghi ABC: 


1 B — 0) = 2 
a) 1+ cos A cost ji 7 


b) (pepe — a) ip 4 = 45; ul) „£ 


de ci Pat rs 
ze cos d Din (A+ 2) 


c) 


A PB [4 
d = = tg =— ctg—|; 
)p nota 3 + ete + ee); 
alge Ola va 
0) Je a Chira laice ae care 
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9*. Să se arate că în orice triunghi ABC avem: 
a) actgA + betgBrecteC=2(R+r); 

sin A + sin B+ sin C P 

cos A FeosB-reosC  R+r 


10. Se dau dreptele de ecuaţii y = z + b — a, 
__ sa — 2, unde a,b eR. Să se determine măsurile unghiuri 


punctele lor de intersecţie. 
11. Dacă H este ortocentrul triunghiului ABC, să se arate că: 


b) 


y=22+b—2a şiy=30+b-— 
Mor triunghiului determinat de 


a) AH = 2R cos 4, 

b) aAH + bBH + e CH = 48. 

19*. Dacă O este centrul cercului circumscris triunghiului A BC, iar 7 centrul cercului | 
înscris, să se arate că 

Or: = R(R — 2n). 


18*. Să se arate că în orice tritinghi ABC, 


14. SA se calculeze 21 + EI „ştiind că + Î- = 2sin a. 
E 3 


pm hat1=0. 
— (a—1n=0. 


an = a 


15. Să se rezolve ecua! 
16. Să se rezolve ecuaţia: (z + 1) 


17. Să se demonstreze că dacă |2|< E „atunci 


Nur iza + iz < Ea 

18%. Se dau dreptele d şi d”. Să se arate că prin fiecare punct al spaţiului trece o 
dreaptă perpendiculară pe d şi pe d'. 

19*. Se dau dreptele d, d! nesituate în acelaşi plan şi punctele A ed, 

afle locul geometric al punctelor M pentru care prgM — A și preM = B. 

unctelor din interiorul unui unghi triedru 


Bed. Si s0 


20*. Să se găsească locul geometric al pi 


Îz egal depărtate de muchiile lui a, d, e: 


— Să se arate că planul bisector al unghiului 


21+. Fie 6 un unghi triedru cu 3 
este perpendicular pe planul feţei opuse: 


diedru determinat de feţele care conţin muchia a, 
a intersecteze două drepte date şi să fi 


99». Să se construiască o dreaptă care si 
perpendiculară pe o altă dreaptă dată. 
tuate de aceeaşi parte a unui plan, să se afle 
tanţelor sale la A şi B este minimă. 
se dă punctul A. Să se construiască 
+ NA să tie minimi 


28*. Fiind date punctele A, B, si 
acest plan punctul pentru care suma dis 


94+. Pe una din muchiile unui unghi triedru 
celelalte muchii cite un punct M, N astfel încit suma AM + MN 


2*. Cite muchii ale unei piramide pentagonale pot fi intersectate de un plan? 
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26*. Printr-o dreaptă dată să se ducă un plan pe care proiecţiile a duuă drepte date dă 
să fie paralele. 


27. Se consideră un tetraedru [A BCD)] şi centrele de greutate L, M, N ale triunghiu- 
rilor BCD, CAD, ABD. a) Să se arate că (ABC) || (LMN). b) Să se afle raportul dintre 
ABC] şi A LMN]. 

28, Se consideră un cub [(ABCDA'B'C'D']. Punctul A se proiectează pe A'B, A'C, 
A'D respectiv în As, As, Aa. Să se arate: a) A'C L (AsA4s43); b) AA, L AA Ads L 
| Asa; €) AAsAsAa este un patrulater inscriptibil. 


> 
29. Se consideră triunghiurile dreptunghice BAC şi ABD (m(ACB) = m( 455) = 
— 90), situate în plane perpendiculare. M, N fiind mijloacele segmentelor [AB], [CD], 
să se arate că MN L CD. 


80*. Să se demonstreze că semiplanul bisector al unui unghi diedru într-un tetraedru 
împarte muchia opusă în segmente proporţionale cu ariile feţelor alăturate. 


81. Fie A un virt al unui tetraedru regulat şi P, Q două puncte pe suprafaţa lui. 
Sa se arate că m(F4Q) < 60-. 


32+. Să se arate că suma măsurilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mai mare 
decit 360%, 


33%. Se consideră dreptele paralele d,, da, conţinute într-un plan « şi o dreaptă AP 
care intersectează planul « în punctul C. O dreaptă variabilă, inclusă în a şi trecînd prin C, 
taie d,, d, respectiv în M, V. Să se afle locul geometric al intersecţiei AM N BN. În ce caz 
locul geometric este mulțimea vidă? 


84. Un plan « intersectează laturile (AB), [BC], [CD), [DA] ale unui tetracdru 
[ABCD) în punctele L, M, N, P. Să se demonstreze că AL: BM:CN-DP = BL: 
-CM- DN AP. 


85*. Dintr-un punct A exterior unui plan a se duce perpendiculara A0, 0 e « şi se 
inu B, Cea. Fie H, H, respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC, OBC, AD şi BE inăl- 
țimi în triunghiul ABC, iar BE, înălțime în triunghiul OBC. Să se arate: 

OA DH, BE 


HH, L(aBc); b) 94. PE. 
a) HH (ABC): b)apipp' 6, 


36%. Se dă un tetraedru [APCD] în care AB | CD şi AC | BD. Să se arate: 
a) AB: + CD: = BC2+ AD'= CA: + BD*; b) mijloacele celor şase muchii se află 
pe o steră. 


87. Se dă o prismă triunghiulară [ABCA'B'C“] care are feţele laterale pătrate. Fie 
M un punct mobil pe [AB], N proiecția lui M pe (BCC”) şi A” mijlocul lui [B'C7]. Să se 
arate că A/V şi MA” se intersectează într-un punct P şi să se afle locul geometric al lui P. 


38. Fie tetraedrul [A BCD] şi G centrul-de greutate al triunghiului BCD. Să se arate 
că dacă M e AG atunci 4MGBC] = 4MGCD] = A4MGDBI. 

89. Se consideră punctul M aparţinind interiorului unui triedru tridreptunghic de 
virt O. Să se ducă prin M un plan care să intersecteze muchiile triedrului respectiv în 
puncte A, B, C astiel ca M să fie ortocentrul triunghiului ABC. 
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40. O grămadă de nisip are drept baze două dreptunghiuri situate în plane paralele 
şi feyele laterale trapeze. Să se găsească volumul grămezii cunoscind dimensiunile a, d ale 
bazei mari, a”, b ale bazei mici şi h distanţa dintre cele două baze. 


41.,8e dă un trunchi de piramidă de înălțime X şi ariile bazelor B şi b. Se uneşte un 
punct oarecare O al bazei mari cu virfurile A, B, A, B” ale unei feţe laterale. a) Să se arate 


ca qo4'p'aj = VE. -uOABB']. Să se determine cu ajutorul relaţiei de mai sus formula 
i 
volumului trunchiului de piramidă. 


42», Să se demonstreze că dacă într-un tetraedru ariile feţelor sint egale, atunci 
fiecare muchie este congruentă cu muchia opusă. 


48. O prismă triunghiulară regulată este circumscrisă unei sfere de rază R. Să se 
afle aria și vohimul prismei. 


44. Un triunghi dreptunghic cu catetele respective b și c, iaripotenuza a se rotește 
pe rind în jurul ipotenuzei și al celor două catete. Va, Va Vai Su Sa, Sa fiind volumele 
xespectiv ariile laterale ale celor trei corpuri formate, să se arate: E 

1 Ei Se Sa Sa +: 

n) An mire rige b) Sp m Ss Et, 

bg a (tra Aobolh e Paa 


„ Un coş de fabrică are forma unui trunchi de con cu înălțimea de 10 m, bazele 
trunchiului de con au lungimile exterioare de 3,14 m şi 1,57 m, grosimea zidului fiind de 
18 cm. Să se calculeze volumul coșului. 


46. într-o steră de rază R se inscrie o piramidă regulată cu baza un pătrat și cu unghiul 
ae 1a vietul unei feţe laterale de măsură z. Să se alle: a) volumul piramidei înscrise, b) aria 
laterală şi totală a piramidei, c) valoarea a, cind înălţimea piramidei este egală cu raza 
sterei. 


47. Un trunchi de con are aria laterală egală cu dna? şi înălţimea a, iar generatoarea 
sa este egală cu suma razelor bazelor. Să se calculeze în funcţie de a razele bazelor și aria 
laterală a conului din care face parte trunchiul de con. 


48, Fiind date punctele distincte A şi B, să se afle locul geometric al punctelor M 
din spaţiu pentru care AM _L BM. 


4. Să se arate că dacă trei sfere au un cerc comun, atunci centrele lor sint coliniare, 


50. Să se găsească locul geometric al centrelor sferelor care trec prin: a) două puncte 
date, b) trei puncte date. 


51. Să se afle locul geometric al centrelor sferelor de rază dată tangente la o dreaptă 
dată. 


62. Fio C un cerc situat pe sfera $ şi A e C. Să se arate că tangenta la cercul C în! 
punctul A este inclusă în planul tangent la sfera S în A. 


58. Un plan paralel cu baza piramidei [VA BC) taie muchiile laterale în A" B', a', 
Să se arate că sferele circumscrise tetraedrelor [ABC] şi [VA'B'C'] sint tangente. 
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63. Să se arate că raza sferei înscrise într-un tetraedru se calculează cu formula 
î 3 î 
A Sk Sat Sa + Se 
unde Ss, Sa, 5», Sa sint ariile feţelor, iar Y volumul tetracdrului. 


55. Se roteşte un triunghi ABC în jurul tangentei în A la cercul circumscris, Să se 
exprime aria suprafeţei descrise de [BC] în funcţie de a = BC, b = CA,c = AB. 


56, Un con circular drept cu generatoarea a, are trei generatoare perpendiculare 
douăcite două. Să se afle: a) volumul conului, b) aria sferei înscrisă în acest con, c) raportul 
ariilor calotelor determinate de cercul de tangenţă al sferei cu conul. 


57. Două tere de centre O și O, şi raze R şi Ru (Ru < R) sint tangente exterior. Să 
se afle aria laterală a trunchiului de con ce are ca baze cercurile de tangenţă cu cele două 
sfere ale conului circumscris sferelor, 


58*, Patru stere de aceeași pază r, sint tangente două cite două. Să se afle înălţimea A 
a conului de rotaţie circumscris celor patru sfere. 


59+. O mărgea se obţine dintr-un corp sferic prin perforare cu un burghiui al cărui ax 
trece prin centrul sferei. Să se afle volumul mărgelei, ştiind că gaura obținută are lun» 
gimea h. i 


indicații şi răspunsuri 


Capitolul | 


șI. 
2. (n —2)-180 = n*185; n = 8. 8. m+4800 — (n —9)*1800 — 3607. 4. 10, 6. 3. 
3. 


Triunghiul dreptunghic. 4 a) o[40D)+-a[40B]=a(BOC]+-a[40B]. b) al 40D] 
— MO-h = a BOC]=ON- h, unde h este înălţimea  trapezului. 6. Paralela prin D la 
Jaturile unghiului BAC taie AB în E şi AC în F; MN va fi paralelă cu EF. 7. P este 
centrul de greutate al triunghiului ABC. 8, Se consideră punctele M, N e (AB) asttel 
Ca Me (4). Paralelele prin M şi N la BC intersectează latura (40) în M' și N” 


condiția ca cele două paralele să 


Se notează AM = z, AN = y. şi se pune 
descompună” suprafața triunghiulară [ABC] în trei suprafețe de arii egale; der 
AAMM] _ 4 — aa, z = —Î- şi analog, y = V: _9. Fie trapezul ABCD, AB | DO, 
ABC] 3 3 

(2 AD n 5c, De(04), a=0D, b=0A şi MM', NN! dreptele cerute: OM = 
= Ea (202 + 29), ON: = Ex (a: + 262). 


ş4 


6. Daca C e 45, u(40) = u(D2) = a şi OA = r, atunci A EFDEI = E S Ea (îi 


— 2a + sin 2a) — ED Ea (22 + sin 22) = ba (= a 22) = = u(6D) = aria sectoru; 


1ui (6CD). 


Exerciţii recapitulative 


2 2yăr. 5. a(BCN] = ADCMI + AABM). 6 E 
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1-a) (0 în — aresin 3). ») (5 Zei arota *) 5 (5, 


o) [pam arete 2), n da, mi 2 o av3, n (9, 


) 


a) (25, 0) (e, arcsin 3) (2. ele arce? 


ş2. 


1. b) Membrul sting al egalităţii se scrie sub forma = - (sin 28 + sin 20), unde 


m = ga 2: a) Se exprimă cos E şi cos C din teorema cosinusului. 4. Aplicind icorema 
Fie cae le ao ao aria oua A mei oa Pe A Core mau A LU a Eu 
2 2 2 2 -] 2 
Sag Slot al 
spa Son det ae n iesi iei 5). bă int 
sin A 2be sin A 2abe 
sa. 


1. a) d =45,C = arecos 2, A = arccos32 ; b)B — m — arccos i, ami, c=18; 
5 65 13 


0) A = m — arccos-5, B = arecos 58, C=arccos 2; d) b=4+3/5,4=2, 
13 65 5 6 


Ei 8 e a_70 î_i 038 z 
B = + arccos— ; = Vă, 3, = E 025, cs /35—t, sit, if; 
5 Ş 0) a=V5H, 3. je ata ireala mice. 
Da =5, bi 37, ca S2VIOrâ; a = 5, ba=7, ca=2/10— 4; g) Problema nu 
2p sin A ial zii 


sin A + sin B + sin C 
s uăDb) = E, AB =44(/3— 1), 4A= 


are soluţie. 2. a) C=n—A—B,a= 


„0=£. 


5 


Pai 
5. DB = 1, cos DE = jş 


3 
arccos — + 
i 5 


$4 
1. a) sina = 20%, s=—204; b) S=1+/3; c) S=6/8; d) 4= E. Se 
325 ET) 
observă că sin 24 = cos 34, de unde sin A SE> ; S= 305 —1).2.a—15, 


= 04213; 0115, ba =2//198, ca =13. 8. cos BE at v2 
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de unde B-0=3$ 


4. 35 + 49/85. B. Ss= 3 nV/3, S, = 288, Su RV/3, Se = 2R3 3, Sua =3R%, 


deci m(Â) = 75 şi m(6) = 45%, Se găsește S= 4 (3+/3). 


SS Pană 
Sao = 10 R* sin pusi i 3 R2(//5 — 1) (vezi exerciţiul 1.4). 6. Dacă u(40ă) = 2a, O fiind 


4 


centrul cercului ci ——- 
sin 2a sin a 


umscris poligonului, egalitatea dată se serie 


PIE care se transformă în sin 3a = sin 4a. Se obţine «= E: „ iar aria cerută 
in Sa 


este S,= 2 sin E, 


ş 5. 


1. a) Dacă 4' e BC, Be AC,C” e ABsint punctele de tangenţă ale cercului Inscris 
respectiv cu laturile triunghiului şi dacă z= AB, y = BC", a = CA", atunci = + 
o, yhama, st+amb. Sooblin:emp—a,y=p—b,s=p—e: Relaţia 
3uziită din. triunghiul dreptunghic 4.B'7 unde 7 este centrul cercului Inscris. c) Se calcu- 


Jează cos 4 cos E cos € cu formulele (3), $ 3şi se ține cont de (4). d) p — d 


A 
w 3 
conform cu a). 6) Se utilizează relaţia medianei mă = 2(0* + c?) — a* şi teorema sinu- 
surilor. 8. Se aplică teorema sinusurilor în triunghiul AB, 8. Se alege un reper ca în 
figura IA. Mediatoarele segmentelor [AB] şi [AC] au ecuaţiile 22 = e 2usin A 
az cos A = b. Seobţin coordonatele lui O prin rezolvarea sistemului şi apoi Pi — OA. 


Exerciţii recapltulative 


1. Dacăa > by din 2 SNA > 1, rezultă sin A — sin B > 0, sin A = 2.0) 
VO sing Ei 
43 D, 8. a) Se elimină a, b în membrul sting cu ajutorul teoremei sinusurilor şi se obține, 
sin 24 — sin 22 | cos = costA + B)+ cosC = 0. €) Se serie membrul sting sub 
2 sin (4 — B) i 


torma e cos 2 + acos(p 22) + b cos (a E E). 8. Se calculează BC cu ajuto: 
rul teoremei cosinusului, apoi cos B şi sin B. 4 Dacă A'e BC, B'e AC, Ce4 
se calculează a[B'0'I) „apoi c[A'B'I] şi oLA'C'I]. be sin: = 
(8 
2 abe 
sului se obține b + e = 41 şi be = 420. 


PA a 
2 4R 


a 
= EA 7. Din âm2 = 2(p2 + cî) —a* şi teorema cosinil: 


_au=cosa at 
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Capitolul 1 


şa. 


1. a) (0, 1). b) Mulțimea punctelor situate în cadranul III şi pe semiaxa negativă a 
ordonatelot, (M(z, y) | 2 < 0, y < 0)- c) Mulțimea punctelor din interiorul unghiului for- 
mat de semidreptele (P(z, y) | y = V/53z,z < 0tşi (P(z,v) ly = 0,2 > 0) d) (Play) la + 
--"(y + 1) < 4), discul cu centrul în punctul (0, —1) şi de rază 2. 2. s, = 5(cos0 + sin 0), 


pe 2 [oo = st isin E), zu = 2 [poa SE + isin E), 2, = Viăleos a + i sin «), unde 


4 
cos a 


a an =— arata 2 size a (cosa-țisin a), daca ae [o. =) şa = —Î —[cos(a + 7)-+ 
3 EI |cos a] 


+ isința + 7), dacă ae (2. -)- 8. || =14, Arg a = (oa + 2irlke Zi la =1, 


Aaaa = [Eat zimi Z). 


şa. 

te s/2(eos-E + isin 2) 4 +i). 2. a) lz]=4%, args=0; b) |al= 2, 
ag 2: c) lal=2, apa = 2534) ja 25, args=0; e) ls] = 2 /Zcos 
ars = mit) [31 = targa = m.8.26;b) —1;c)2nsin 2 [eee el + ne), 
4. Relaţia dată se scrie st 2cosa:z+1=0, de unde z, =cosarțiaina, 
sa = cosu — sina = cos(—a) + i sin (—a), A- = cosa — isin ad = cos a+i sin a, 

= Pa 

ii 1 

aj —— = 2 cos na. 
a + Fri + Fii 

sa. 
1.) Viu p) cos (2k-tr + isin (2E 1 pa (0, 1,3, 


e) vaeos + A) + î sin B+ 


= cos2E + isin 2, ey = cos 
n CI 


„i Bu 


sintiraa = doai2 A7 ae (ia 227 e iai D08 Ia 
m m [ 


. Rădăcinile comune corespund 
2X mie, 


valorilor lui k şi Fk, care satisfac egalilalea — = sau kn = k'm. Deoarece 
m 


n 
(m, n) = 1 egalitatea are loc numai dacă k este un multiplu al lui m, deci numai ze = 1 
este rădăcină comună. 
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Ş 4. 


10) 3, (08); = riV/3); m SCZ ae SE (ai): 
9. aa, a —1riV/ă, m 1/5, a 2 Ap fă, a 
Vs. 
aaa ia 
s5. 


4. Dacă Mu, Ma au afixele a, z atunci imaginile Mi, Ma au afixele 2,, în și 
MM = la — = Va al la — 2 | = MMa Be Avem arg za = gat, 
e erp a — dim(k=0 sau k=1). a) (OM, = (0Ma ee ară a =— ar îs ee ag e 0; 
») (Om, opus lui (OM, «e argzi = arg za d me arg a — 7. 6. Se consideră imaginile lui 
5, — su Și au — zu și se foloseşte exerc. 5. 7. Fie a atixul lui M: atunci |z| 1. 
ma d: modelele telor doi membri ai egalităţii indicate şi ținind cont de le! —e| =! 
=Hn — e2|=]1—e|=//3, se obţine: (a) |z — 1 + lz=el>lz—l, b) lz—1|— 
lac lz—el şi (6) lz—el—lz—116ls— |, o egalitate putind să aibă 
io numai dacă imaginile lui (s— 1)(e* — e) şi (s—e)(1 — e?) sint coliniare cu 0, 
Dar atunci am avea în virtutea exerc. 5, (s — î)(e? — e) =a(s—e)(1 — 65), cu a eR. 
Cum et, stă, ar rezulta sţi—e—atai)=t—e—ceta, deci —a ar ti 
câtul a două numere complexe conjugate în contradicţie cu |z | 7 1. 


2. b) sc 


E (te E + isin Se „8. —4 i. 4 Afixulz= 2 + îy al celui de-al 


treilea virt satisface: |z —1|=|2+1—1| =Vp2,lz—2—il = Vă, adică (2 — 1+ 
pa, (pr ty— 1 = 2. 6 Notind zu = r(cos ta + isin tn), k = 1, '2; 3 și 
14 tg ta = t, din ipoteză rezultă sin în + 7 sint, + 14) = O, adică sin n - rsințe — n) = 
7 cos sin t, — r sin t cos t, — 0 şi două relaţii analoage Cu ta, fa în 1oc de tu. Aceste 
at exista simultan numai dacă 1 — r cost = 9, r sint = 0, deci sin = 0, cos t = îi 


si. 


1. Dacă d Na ar conţine două puncte, atunci am avea dc a (teorema 2). 3. Există 
puncte A, B, C, D, nesituate într-un acelaşi plan. Arătaţi prin reducere la absurd că drep- 
tele AB şi CD nu au punrt comun! Dacă d = di, concluzia este evidentă. Putem preâu- 
punc, deci, că dreptele d, d”, d” sint distincte şi fied' N d” = (4), d N d” — (B), dnd= 
P(C). Dacă A e d, atunci cele trei drepte au în comun punctul A. Dacă 4 £ d, atunci, 
Bop A, CA ceea ce împreună cu d pd” = 4, B, C sint trei puncte necoliniare 
şi "din teorema 2 rezultă că d, d, d"C(ABC). 6.b) Fie Ee (DAB) n (pB0) N 
7 (DGA); tum aceste plane sint distincte, ele se taie două cite două după dreptel 
DA, DB, DC. Rezultă Ee DA,E e DB. Din E ș Darrezulta 4, B E ED in contradicţie: 
cu 4). 7. Arătaţi mai întii că punetele E, F, G nu sint coliniare şi apoi că punctele P» QR 
aparţin planelor (ABC) şi (EFG). 8. Cinci. 9. Alegeţi o dreaptă d! astfel ca d şi d” să nu fie 
conţinute într-un plan. Consideraţi planele (4M) cu M e d. 
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şa. 
1. Construim în planul « mediatoarea segmentului [42], pe care o intersectăm cu 


planul 6. 8. Punctul M trebuie să fie situat în planele a, (4d,), (B4,). Problema revine la 
exerc. 2. 


1. Fie e = (A = («B şi Me (AB). Trebuie să arătăm că M e o, ceca ce revine 
la (AMIN a = a. Presupunind contrariul, există P e [AM)Na. Dar atunci Pe [AB], 
deci P &[AB]N a, ceea ce nu este posibil. 4. Fie de exemplu a un semispaţiu deschis, 
B trontiera lui aşid = «NB. Alegem punctele A, B e a — ddeo parte şi dealta a dreptei d. 
Atunci [AB]NB 4 2, deci A şi B sint de o parte şi de alta a planului f, adică unul din 
aceste puncte, să zicem 4, se găseşte în a. Se va demonstra că « No = (dA. În acest scop 
se ia MeaNa şi se deduce că [AM)Nd = 2, ceea ce implică M e (dA; se ia apoi 
N e (dA etc. 6. Trei sau patru. 8. Se va proceda prin reducere la absurd. 9. d fiind muchia 
unghiului diedru, se vor distinge cazu dha este punct, dha= 2 şidha 
10. 1) Se aplică exerc. 4. 2) Folosi 


Pai 
edru. 11. Se va arăta că (MPC Int. AMĂ, din care se va deduce că (AB) şi (MP au un 
punct comun. 


$ 4. 


8. Numai în cazul unghiului diedru nul sau plat. 4. b), d), e). 6. Se iau punctele 
P, Qe MUa(P i Q) şi se disting cazurile: 1) P,Q e M; 2) Pe N, Q e a. 3) P, Qec. 
Veţi arăta că în fiecare caz (PQ) E 9. 9. Fie tetraedrul [ABCD) şi E mijlocul lui [CD]. 
Gentrele de greutate G, G” aie triunghiurilor ACD, BCD sint situate respectiv pe AE, BE, 
Arătaţi că AG”, BG, EP sînt concurente, unde F este mijlocul lui (AB). 11. C şi D se atlă 
de o parte şi de alta a planului (ABM) (exerc. 11, $ 3), deci acest plan intersectează 


segmentul (CD) într-un punct Q. Arătaţi că M e Int AQĂ, ceea ce implică (0M N (AB 
= (P). 14. Fie O reuniunea considerată şi X, X” e 9, adică X e (PQ], X' e [PO], 
unde P, P' e, şi Q, Q' e 9. Trebuie să arătăm că (XX) COM. Se aplică exere. 12 
segmentelor [PP"] şi [QQ7]. i 


ş5. 


2. Duceţi printr-un punct al dreptei a paralela la dreapta d şi arătaţi că aceasta 
coincide cu a. 3. Dacă d 4 d”, soluţia este unică: planul determinat de d şi paralela la d”, 
dusă printr-un punct al lui d. Dacă d ||d', există o infinitate de soluţii: orice plan ce trece 
prin d, cu excepţia lui (dd). 4. Un plan. 5.. Se duce prin dreapta întii un plan paralel cu 
a treia (vezi exerc. 3), care se intersectează cu dreapta a doua. 6. Se foloseşte proprie- 
tatea 1, apoi proprietatea 2. 9. Fie A punctul, d dreapta şi a planul dat. Dacă 
d 4 a, soluţia problemei este paralela prin A la dreapta (Ad) N a. Dacă d |]a, problema are 
o infinitate de soluţii sau nici una. 11. Dreptele AA” şi BB' fiind coplanare, două cazuri sint 
posibile: a) AA” şi BB” au un punct comun S; b) AA” || BB'. În cazul a) veţi arăta că 
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10 — Geometrie şi trigonometrie, cl. a X-a 


Se CO", iar în cazul b) exercițiul 6 implică AA” || CC. 14. În caz contrar, dreapia 
dată ar fi înclușă în primul plan. 15. Presupuneţi contrariul şi folosiţi teorema 3, 17- în 
Cazul a 42, ducem printr-un punct al dreptei « N a o paralelă cu d şi arătăm că aceasta 
Cota incita ALlt în a, cit şi în a. 18. b) Două soluţii cu excepţia cazurilor a == 0” sau a == 90% 
cind soluția este unică. 19. O clasă de echivalență este formată dintr-un plan a şi planele 
paralele cu a. 20. nu. 21. Notind cu (AB) şi (4'B") cele două segmente, din exereiţiul 13 
PorltA CA AA” [| BB, deci AA'BYB este un paralelogram. 22. Prin ctte un punct al 
fiocărei drepte duceţi paralele la cealaltă dreaptă dată. 24. Un plan paralel cu planele 
date. 


7. Ducoţi prin A” o dreaptă paralelă cu d. 8. Folosiţi exerciţiul precedent. Locul geometrie 
aste un plan paralel cu d şi dr. 11. a) o dreaptă care trece prin Bunetul d 1) a, dacă acest. 
punct există, respectiv o dreaptă paralelă cu d, dacă d || a. b) Un plan care trece prin a NB, 
dacă «Bă a; un plan paralel cu a, dacă || B- 


Exerciţii recapitulat 
6. a) EP |AC,HG || AC; b) o dreaptă paralelă cu d (respectiv un plan paralel cu 2): 


| 
« 


1. Prin A se duc planele a, a”, perpendiculare respectiv pe d, d”. Dacă a zi a', problema 
aro o soluție unica: dreapta a Na”. Dacă a = a, orice dreaptă conţinutii tn a și trecind prin 
A voprezinta o soluție. 4. Folosind exercițiul 3, obţinem trei drepte coplanare oii tin punct 
formam. perpendiculare două cite două, ceea ce este în contradicție, cu unicitatea in 
plan. a. perpondicularei pe o dreaptă, printr-un punct dat. 6. Fie d, d La, 43 and, 
Par d” paralela prin 4 la d. Artaţi că d — d”. 10, Perpendiculara pe (ABC) caro trecă 
prin centrul cercului circumscris triunghiului ABC. 18. Se va arăta că piciorul per- 
pendicularei din P pe (ABC) aparține fiecăreia din perpendicularele. considerate. 


14. 2a, + aV/3. 15. Un cere în planul « cu diametrul AB], unde B' este proicoția 


jui B pe a. 16. Un cerc situat în planul prin A perpendicular pe a, de diametru [AA], 
unde 47 este piciorul porpendicularei în A pe a; 19, A fiind punotul şi d, d” dreptele date, 
Mtind cu a planul prin A perpendicular pe d”, dacă d a este un punot £, dreapta AB 
îcamectează d și AB d”. 28. După cum distanța de la A la planul a >! său 
= 1 sau < 1, locul geometrie este respectiv un cerc, un punct sau mulţimea vidă. 97. 0% 
fiind piciorul perpendicularei din O pe (ABC), avem AOO'A m A0O'B m A0O'G, deci 
(04) m (0'B) = (00). 


$2. 


E PP 
8. Lutnd un punct M” astfel ca A e (MM), avem conform teoremei 1 BAb<MAB. 
4. Proiectaţi un punct A € a pe pianul feței (6, c) în A”, deosebiți cazurile: 1) Arelnt be, 
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2) 4 ef, 3) 4' e Int CUS şi folosiţi în fiecare caz exercițiul 3. 6. Duceţi o seml- 
dreaptă LAB, perpendiculară pe a, de aceeași parte faţă de a ca si fr. 


şa. 


3. Se intersectează unghiul diedru GP” cu un plan perpendicular pe muchia lui ZE”, 
se construiește bisectoarea unghiului format ete. 4. În planul B, ducem prin Q o perpendicu- 
lară d” pe dreapta «8 şi demonstrăm că d” _L a. Din unicitatea perpendicularei prin: 
tr-un punct pe un plan va rezulta că d = d', deci def. 6. Fie a şi b dreptele date și 
a = (ab). Locul cerut se compune din două plane perpendiculare pe « care treo prin bisec- 
toarele unghiurilor determinate de dreptele a şi b. 7. Duceţi prin punctul de intersecţie 
al celor trei plane o dreaptă perpendiculară pe « şi arătaţi că aceasta este inclusă în cele- 
late două plane. 


ş4. 


8. Fie A* = pre, 0* = praO; se va arăta că OA L (00*B) şi O*A* | (00*B). 
4. Se va observa că raportul, în care un punct împarte un segment, se păstrează prin pro- 
iecţie. 7. Se va folosi exerc. 4. 9. Construiţi o dreaptă d care intersectează cele trei drepte 
date şi luaţi un plan perpendicular pe d. 10. Există un plan perpendicular pe a care 
conţine dreapta d. 11. Fie (OA, [OB, [OC muchiile unghiului triedru şi a, f, y cele trei 


plane proiectante. Putem admite că A0X şi A0E nu sint unghiuri drepte. Perpendicu- 
larele din -4 pe planele, y, vor fi conţinute în (OAB) respectiv (0.410) şi vor intersecta 
OB, OC în cite un punct B', C”. Folosiţi concurenţa înălțimilor în triunghiul AB'C". 


ps 
16. Dacă D = prag, unghiul planelor (ABC) şi (OAB) are măsura e = m(9DU) şi tg e = 


Exerciţii rccapitulative 


1. a) Deoarece AN este mediană în triunghiul isoscel ACD, AW L CD şi analog 
BN L CD. Rezultă că CD | (ABN) şi CD | MN, CD | AB. b) Din reciproca 1 a teo- 
remei celor trei perpendiculare deducem că D'M | AB, de unde rezulță că D' e CM, 
c) Dreptele DD”, CC' şi MN se intilnesc în ortocentrul triunghiului MCD. 2. Consideraţi 


dreapta a N (408). 5. 1) FĂ este un unghi ascuţit; presupunind problema rezolvată, fie 
C = pram E și 3” = praB. Putem construi un triunghi dreptunghic congruent cu ABC (căci 


cunoaştem măsura lui EX și AB) şi apoi unul congruent cu BB'C. Trasăm în planul a 
cercul E(B”, B'C) şi construim tangentele la acest cerc care trec prir: punctul A. 2) Dacă fă 
este obtuz, construim semidreapta opusă lui (AM. 3) Dacă fĂ este un unghi drept, inter- 
sectăm planul « cu planul perpendicular pe AB, dus prin A. Problema are soluţie 
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Po 
dacă ma(F2D) < m(fâ) < 180 — m(IFAB). 8. Reuniunea a două drepte perpendiculare 
ce trec prin mijlocul lui LA”), situate în planul mediator « al acestui segment (bisec- 
toarele unghiurilor formate de proiecţiile lui d şi d” pe a). 8- Dacă N = praM, 


A — prd, M, B — prăaM, din teorema celor trei 
este un dreptunghi 


perpendiculare rezultă că OANB 


Se aplică teorema lui Pitagora. 10. Arătaţi că triunghiul FBC 


este isoscel şi consideraţi triunghiul YDE, unde D = prpcV și E — pracV. 18. Dacă 


0 = prane)D; (40) = (80) = (00), deci 40 — 


„te 


= atapl (2 cos 2). 14. AE 


IE 


sint a — sin? 
10. £ ———— 


4 nina 2 —sima E. cos £- 
2 2 


- d(D, (480) = DO = 
a 
2 cos 


e = Vătap. 15 tge = 218 B//3. 


— Vot _ costa. 17. Cazul a). Dreptele BC, 


CA AB taie planul a respectiv în £, M, N. Serduc prin L M, N drepte paralele 


cu EP, PD, DE, care determină un triunghi A'B'4 


Dreptele AA”, BB", CC” fiind copla- 


nare două cite două, sint fie concurente într-un punet P, fie paralele: În primul caz 


P este soluţia problemei, în al doilea caz problema 


nu are soluţie. Cazul b). Una din 


dreptele BC, CA, AB este paralelă cu planul a; problema are soluţie numai dacă dreapta 


aceea este paralelă cu latura respectivă a triunghiului 
de soluţii. 19. Se intersectează BC, CA, AB, B'C", C 
M, N, Li, M', N'. Laturile triunghiului DEF vor 


apitolul 


1. 


i DEF, îar atunci există o infinitate 
A", AB" cu planul e respectiv în Li 
ituate pe dreptele LL, MM, NN". 


1. Punctul M din spațiu şi proiecţiile sale pe muchii aparţin planului perpendicular 


pe muchiile prismei, care trece prin M. 2. ABDE est 


e un trapez, deci ADN BE z 2. Se 


aplică ex. 5, de la Cap. IV,$1. 3-18 V/3(/73 +5). sa +3). 5-a; ada (+13). 


0. 72. 7u ad (4 +V/3). 8.240. 11. FielOM)] diagonala p 


rin O şi N mijlocul segmentului [AB]; 


3 îă * ea 
AGON = AGMC, k = 5. 12. masei = d mau = 2, aria paralel. = E 2/2). 
E) 3 E z 


19. Fie cubul [ABODA'P/C'D']. Distanţa dintre dreptele BD” şi B'C” este distanţa dintre 
areapta BC” şi planul (PA'D'). Perpendiculara din B” pe planul (BA'D') intersectează 
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dreapta A“B şi deci distanţa de la B' la (BA'D”) este înălțimea din EP” a triunghiului BB'A' 


şi este de 10/23. 14. azi 15.a/3, 2a/3, aresin pe „45. 16. La Fii ab, 
Vai 52 3ab. 17. Se arată pe baza teoremei celor trei perpendiculare că înălțimea 
triunghiului de secţiune corespunzător unei laturi, este perpendiculară pe planul feţei 
laterale care conţine această latură. 18. AA'AB = AA'AD şi deci înălţimea din A 
a triunghiului isoscel A'BD trece prin punctul O de intersecţie a diagonalelor cubului. 
Deoarece BD | AC rezultă BD | (AA'C) ete. 19. Fie paralelipipedul [ABODA'B'C'D'] 
în care planul (ACC”) este perpendicular pe planul bazelor. Se arată că BD este per- 
pendiculară pe planul (ACC”) şi deci şi pe dreapta ce uneşte centrele romburilor de 
la baze, de unde rezultă că paralelogramul BB'D'D este dreptunghi. 20. Se exprimă 
cosinusul unghiului în funcţie de lungimea muchiei bazei şi a diagonalei şi în conti- 
nuare diagonala în funcţie de muchia bazei şi muchia laterală. 21. Fie My, î=—1, 2, „6, 
cele şase puncte şi G mijlocul lui [AC']. Arătaţi că GM; LAC şi AGMiM = 
= AGMiMiys. 22. a) Dacă se notează (E) = O'P N AC, rezultă că E e (ABC) N (MO'P) 
şi (47) = EMN(AB) e (MO'P). G fiind intersecţia dintre dreapta O'M şi dreapta 
ce trece prin mijloacele muchiilor [AD] şi [A'D'], rezultă că Ge (ADD) N (MO'P) și 
că (W) = PGN(4'D) şi 10) =0NN(B'C") aparţin secţiunii care este deci penta- 
gonul MOWPF; PM | NQ şi NP ||MQ. b) [AP] fiind linie mijlocie în 0O'£, [AF] 


fiind linie mijlocie în OEM, avem AP = a: (0 centrul bazei ABCD); GM = 


NH = a AN = Q0' = 0, unde FI este mijlocul muchiei [A'D']. Proiecţia poligo- 


nului FMONP pe planul (ABC) este poligonul AFMTS, o(AFMTS] = o[ABC] — 


— AFBN] = Ea Se determină măsura unghiului planelor (MO'P) şi (ABC). Fie n 


piciorul perpendicularei din O pe FM. OR se determină scriind în două moduri a[OPM) 


= A AFMONP) = E ALB 28. a) 30. 


notează cu M mijlocul lui [A'B7] şi N mijlocul lui [BC]; secţiunea este rombul AWC'M' 


E] $ SE 2/3 
Cai 22/35. 3. si, 


de latură 2/5 şi diagonala a/3, a/3; 
şi dia 


sa. 


1. a) da, b) da, c) nu, d) da, e) nu. 5. (apa + pa FIE) 
6. Aplicind teorema lui Pitagora generalizată în triunghiurile SAC şi SBD 
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rezultă SA'= SA + SC: — AC? „SD' SD: + SB: — 
sc SB 


BD* și aptictnd formula lungimii 


SE. 8. Se arată că înălţimea 
sc 


medianei rezultă SA? + SC: = SB* + SD, deci 


piramidei trece prin. mijlocul ipotenuzei Lazei (vezi exere. 2) 9+ a) 48, b) 605 « — au 
24 2% : 24 i, i: 
A inf, = sing, = „10, Fie piramida 
V6oi V 626 Ve =25/3 
(ABC M un punet al bazei, A", Z7, C” punctele în care perpendiculară prin M 
De (ABC) intersectează respectiv planele fețelor LPBCJ [VACI IVAb) și 4" 


c) sin Bi = 


MA MB Mc 
B", C* proiecţiile lui M respectiv 80, AC, AB: m ac * "gr 
pecieop - i aa MA" Mb MC 


=, MA MB Ice = tg a unde a este măsura unghiului diedru format de o uţă 
laterală cu planul bazei. Deoarece MA” «+ MB” ++ MO” eate constantă, rezultă că 
MA + MB' + MC" este constantă. 18. a) 8 /315, b) sin « — A, e) Fie A proioețiu 
ul B po AY care coincide cu proieeția lui F pe AV. Măsura unghiului diedru al fobelor 
(VAB și (AR) este egală cu m(ÎÂA77); aplicind teorema cosinusului în triunghiul Mr 


se obţine cos (5323) = — *. 14. Fie O centrul bazei. Măsura unghiului diedru 


dintre planele (VAB) și (V AC) este 60 şi deci 140) = aL VAB] cos 60” — = A(VACI=4q. 


Baa — 20 
aa = 200) 


15, Se aplică teorema cosinusului în triunghiurile VDE, VEF, VDF; A = 


16. arocos-l. 18. arclg E „unde S = a(BCD) 20 <3-. 21. aresin VE. se, sq= 


= pre „sm eh „sa re ai canaițule: ai 00 


pica, cat bt, deci ABC triunghi ascuţitunghie. 28: aV/3t aa 


24. Distanţa de la virtil piramidei la planul de secţiune — Var, unde 1 este înălţimea 


piramidei. 25. 5/2 ae, 12. 27. i ae. 2/2. 


16 52) 


8. 15/72, 30, 10/5, 10/7. relee, ci ate +5 Ve 0. P2V/ă 
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sa 


5. Din exerc. 4 rezuită 3/<< 2m, 3v < 2m;sse ţine cont de relaţia lui Euler. 6.m > 2, 
dacă am avea şi 2m > 2f, din relaţia lui Euler s-ar putea deduce o condiţie. 7. Se pro- 
iectează poliedrul pe un plan. 


$5. 
1. 0/3. 2. 4/3. 8. Putem admite că «NP = (44); atunci A, = B,. Fie 
P' = [A,BaBs -. Bn Ass -.. An], iar P” poliedrul congruent cu P” care se obţine prin 
deplasarea muchiilor lui P* de-a lungul suporturilor lor astfel ca A, să ajungă în 44. Re- 
zultă: v(P) = v(P'UP) —v(P*)=v(P'UP — P") şi P'U(P — P") este o prismă 
dreaptă cu aria bazei $ şi înălțimea 1. 4. Secţionaţi paralelipipedul cu un plan per- 


pendicular pe muchii şi folosiţi exere. 3. 5. at = 260, V = 400, d, = 19%, da = e Ă 


6. 
punctul A” în același semispaţiu cu A faţă de planul (BCD) astfel ca (4'0) = (48). 
Analog, prin B se duce o paralelă la CD şi se ia punctul D' în același semispaţiu cu D 
faţă de planul (ABC) asttel ca (BD) = (CD). Distanţa dintre planele (ABD') şi (4'CD) 
este cea mai scurtă distanţă dintre muchiile LAB) şi (CD] şi este înălțimea  prismei 


443 a; a2(10+ 8/3). 7. Prin C se duce o paralelă la AB pe care se ia 


[ABD'A'CD). Volumul acestei prisme este - din volumul prismei patrulatere cu baza 


paralelogram, pentru care [A'D] este diagonală şi [A'C], [CD], laturi. Pe de altă parle, 
această prismă se descompune în tetraedrele de volume egale: [ABCD], LACDA'] 


şi [DBAD']. 8. W = 210- 34-18 cm 1,078 ma. 9. Ea 189 +, 9,95. 10. a) Se consideră 
piramidele cu bazele (MY), (HA B]) şi virturile X, di geti ariile bazelor și înăl- 
țimile, se obţine: 4VAMV] = A 4CHAB] = 4 4HABCD); b) 30. 11. a) Fie H pro- 
iecţia lui A pe planul (ABC) şi M proiecția lui A” pe AB. AM = HM = cos z, A'M = 

HM 


a 
= e sin z; b AM, sa. Da, 
e sin zi b) cos a = 7 A ea 


„a=fi= 90. 


aV/3 
2y/2 


Exerciţii recapitui 
1. a) a + E [a FR + VE + h(a + d)]; b) trapez dreptunghic, 
3 ss 1 R = 
să pir: c) E a) a: + ab + as Fzi ; b) 45%; c) ab W/2/(a2 + ub0)3f2 


151 


8. a) Se arată că BOL (SAN); b) AD = za — ay ăşi BD = a, deci ABD dreptunghic 
și isoscel; analog ACD, deci ABDC este pătrat; c) SN = AV 5 şi se arată că tri- 


unghiurile ABS şi ACS sint dreptunghice; aria secţiunii este a (E +3): 


5. Fie h = be VOT FE-V = aber — 2 Za dacă zel0, n]; Ve Lac VEZE, 
= Vaz = 
= = 
dacă ze (h, cs) iata A ala ce 
3 za 
CE fi 9. Dreptele AN, BP, VO sint concurente două cite două, deci au un punct 


comon 5 (Cap. IV, $1, ex. 5) şi la fel rezultă că Se MO. b) API MOIFC, 
(MO) m (07), AZMC m AAQF, (BM) m (40). e) M este dreapta de intersecție 
î planelor (VE) și (VAC), adică locul geometrie este [V7), unde 7” este miilocul 
sui (AC). d) 103) este linie mijlocie în triunghiul CVF, deci OM — a şi ABMO este 
dreptunghi. Dacă se notează cu h respectiv ha Inimile Iui AMO şi QMAP, atunci 
MOMNEI a A [n în 2); m SP a VP a PN (Vo este bisectoare 
AABMO 2 a TUSE Ip. ȘI a 

A riungniul BP). Notind (£) = ABNCD, avem CF — a; ducind prin C 9 


paralelă la MY, se observă că NADA adu PE VE meri LI, 
7” 3 VB VE” 3 îi ai 
Rezultă că raportul cerut este egal cu EI ( + 3) 3 2. 10. b) 4204 + tat /3; 


c) arcotg /2:; d) DALE 


Capitolul Vii 


si. 


, 
6. 150p/3. B.a(14+/2)ri Sa 9. 10. 10. 160. 11. 120 cmă; 300% 
18. V 43,96 ms, m ae 496,75 kg. 18. 384 kg. 
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şa. 


E Azi 2. psi. 3. VAB fiind secţiunea axială şi [VQ] înălţimea conului, 


Ps a 
m(AVă) = 90 şi VO=0A =08B, deci I=R; G=3y/2, R= 4. 96. 
„6. 10247. 6. 136%; 320%. 7. Tetraedrul fiind [VABC], conul are ca bază discul inscris 
ay/6 
108 
axială în con care conţine o diagonală a cubului, pentru muchia z a cubului se obține: 
LEI DEEE e Doha li a a e Dale 
2R n 2R+hy/2 3R+hV/3 
format din două conuri, care au aceeași bază; 4 8007; 1320 x. 12. 65% mă, 100x cm?, 


în triunghiul ABC şi același virt V; m. 8. 24 62,80 ma, 9. Făcind o secţiune 


11. Se obţine un corp 


4. Ser. 5. 1500n. 6. R=2p, R-r=0 2; poa 


secţiune = 12, distanţa cerută — 4. 8. 54,6x; 96n. 9. VI (Ri — rin; E 


m. 7. Raza discului de 


|Z - m. 11. 160x; 136%. 


10. 48x; 3 


$4 


1. Fie M, N e [8(0, r)]; deoarece discul [8(0, 7)] N (OM) este o mulţime convexă, 
rezultă că (MN) este inclus în acest disc, deci şi în corpul sferic [3(0, r)). 2. Simetricul A” 
al unui punct A e 8(0, r) faţă de O satisface condiţia r = 0A = 04”. 8. Fied un 
"diametru al sferei, M e 3(0, r) şi N simetricul lui M faţă de d; se va arăta că ON = r. 
4. Fie cele două cercuri €(0,, ra, aa) şi C(Os, ra, aa), avind punctele P, Q comune. 
Atunci a Na = PQ. Arătaţi că perpendicularele ridicate în O, şi Os respectiv pe « 
şi aa au un punct comun şi acesta este egal depărtat de punctele celor două cercuri. 
5. Fie A, B e 8(0, r) care nu sint coliniare cu O. Prin punctele A, B, O trece un singur 
(plan OAB), deci un cerc mare prin A, B coincide cu (ABC) N 8(0, r) şi astfel el este 


determinat în mod unic. 6. 3/3. 7. 3; 8. 238m; 782. 9. Es A2, R. 10. 200. n. 


3 a * ; 

1. 20) R; 12. 192x; 768. 18. 6767; 2 2 902,7m. 14. ia a ; 2 m 15, 2090 e om: 
a SP a o ui te 

mea mn / RER); c) n RS 


). 


16. a) 
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Exerelţii recapltulative 


o a 23 pi 
1.4.8. del RVă. 4 ia „5. a) Notind cu 2p perimetrul secţiunii 


axial a conului C şi exprimină aria acestei secţiuni în două moduri obținem: 

per = Gaina+G cos a. Ținind cont de p = g(4 + sina), se află generatoarea 

nri(1 + sin a) 
sin a cos? a 


Gpimaie: i sina 


Deci au(0) = 
sin a cos a 


») Rezulţă ecuaţia trigonometrică 
(4 + sina) = deosta, de unde sina = —4, care nu corespunde, sau sin a = ED 


deci «= E. 6.1627. 7-9)r fiind raza bazei mici a trunchiului de con 7» 2RE E 


2R OR 
de unde r= RR Ei uz) = = (422 — 6Ră + do). b) Condiţia este indeplinită dacă 


g= Rr (e este generatoarea trunchiului de con). Dar g* = d+ (Rr deci 


a/35 


pia R(V/5 — 1). 8. aulcorp) = auțeil) + 2au(tr. con) + 20u(con) = 6na:/3; 


u(corp) = vleil) + Zolte. con) — 2uleon) = se 1658: 


, 26R2.. 10. a) Notind cu ha 
3 9 


„și ha distanțele de la O la bazele [AZI și (DEJ din AA4OB = A COD avem a -2 

și cum he hi ha rezultă hi = PE e Th (2a + db 
a+5 a E) 

Va e (a-20) micum ae: resita: Fi> Ye di. Fie 2—410, «> ațo, ). 


Atunci (0, Ș) este A— 2 sau z —h după cum O se află între planele a, B sau în 


exteriorul lor; în primul caz h—z < 2 adică > E „ aşadar, în orice caz z e [. n) 3 


Din anti a r(i +, = a-i = = (h-0) mezultă f(z) = 220 — 


_ aha 4 hi 2Rh — 2: = 0. Deoarece minimul lui p se obţine pentru 2 = E 
și f (2) 5 E (ma ++ aRh — 4R2), (N) = Ma > 0, problema admite o soluţie unică 
dacă r(2) o sau A2R (2 1); dacă h > 2R (/2- 1) problema nu are soluţie, 


Soluţia unică este 2 -2 (a + VIE) a RV 2: 7 sp/% 


18. a) 10 V/27Vă: b) wz + 3) 14. Notina cu z distanța de la virtul conului 
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la baza superioară a cilindrului C şi cu y raza cilindrului, putem scrie z - E „de unde 


fie 2 =; tmălțimea cilindrălui este & — z, deci a(0) = 2-8 (R — Mat + 2nRa; . 
] 


studiom această funcţie la intervalul (0, A), 


Probleme recapltulative 


8. Intersee 


in lui ABCD] cu paralela la BD care trece prin mijlocul lui [AC]. 5. 4 . 


ari = SS ein „7.s= E (3/ă-—m). 8. a) Se observă că 
: sin EE-B cos & —B 48 
2 2 
cos A = —c0s (12 + C), se serie membrul sting sub forma sin! 27 + sin? C şi se aplică 


a i iai 
teorema sinusurilor; b) sin A = FA cos = bt 4 cie.; d) dacă punctul 


(0) este unul din punctele de tangenţă ale cercului înscris în triunghi, atunci 


ne ctg Z, 9. a) Membrul sting al egalităţii se serie succesiv: 2R (cos A + 


A 


BA 


4 con. B <k- 008.0). 2R ( + 4 sin 4 sin 2 sin =]) - 2R (+ Ea ) b) se arată 


că sin A Fain B+ sin C = a cos A cos 2 cos Şi = £, şi cos A + cos B -k+ cos 0 == 


A 


[24 


d n ăain sin 2 sin £ =1+ 7. 10. Prin rezolvări de sisteme de ecuaţii se 


obţin A (a, 5), Bla +1, +1) şi Cţa2, +4); deci triunghiul are laturile de lun- 
3/10 2/5 


pimi 75, 2/5, W/10. Se calculează apoi: A = arecos o» B = m — urccos—g— » 


2 


C = antcos — 


„11. a) Dacă B este piciorul înălţimii din B, din triunghiul ABB, 


1 
se obține AB: — e cos A. Relaţia fezulta din triunghiul AHB' în care (442) = 


—C. b) Membrul sting se scrie succesiv: 4 R*(sin A cos A + sin B cos B--sin Ccos C)= 


= 2Ra(sin 2A + sin 2B + sin 20) = BRisin A sin B sin C. 12. Dacă A7N (0, R) = 44,D) 
şi 01 Ne(0, R) = (7, G), atunci IG 7F = IA * 1D şi IG: IP=(R+OI)R—01)= 2-01, 
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udă = 4%. = u(5BD, D= BD = 


Apoi se observă că IA = = 


sin = 
2 


= 2R sin 4 (triunghiul OBI fiind isoscel). Aşadar ZA: ID = 2Ar. 18. Din r — 


2 en ain A sin Pain  pse obține succesiv: r = 2R sin £ (cos BG cupe 0 
2 2 2 2 2 
4=9 


2R sine A — 2RocosE = G sin £ + 7 = 0. Rezultă că 4 (n cos? — ar) 30. 


2 


14. 2 cos [n (5 = .)]. 15. Se foloseşte: (2 — îlan ami, + 1) = anii — 1, 


16. = Am ta= _ictg EE, keZ. 24. Fie île unghiul tricdru A e a 
i a n 


şi O vintul său. Se construiesc într-un plan unghiurile adiacente dă, 


Fo, fi cu 
vintul comun 01, congruente respectiv cu 2, f€; 2 şi punctele Acad, Area” 
pentru care (04) = (0'47) = (0'4"). 1) Dacă m(2) RE m(f) + m(ă) < 180, se 
consideră Me WI (44%), N ec'N(4'A7] şi punctele cerute M, N se determină 
astfel ca (0M) = (0'M), (0N) = (0'N"). 2] Dacă m(G) + m(B) + m(ă) > 180, 
M = N = 0. 25. Cel mult 6. 80. Fie AB muchia unghiului diedru, iar C, D. celelalte 
vinturi ale totraedrului. Proiectaţi C şi D pe AB şi pe semiplanul bisector, 
38. Dreptele AM, BV descriu respectiv planele (Adi), (Bd) a căror interseoţie este 
locul cerut. Deoarece planul a taie (4d,), (Bd) după dreplele paralele da, du 86, 


deăuce că (Adi) N (Baa) este o dreaptă paralelă cu d, sau mulțimea vidă. 84. Se 


proieotează 4, E, C, Dîn 4, P*, G', D* pe e și se obeetvă că AL ne AG 
BL O BB 


86. Se va arăta că piciorul H al perpendicularei din D pe (ABC) este ortocentrul 
C în cercul circumscris 


triunghiului ABC. Notind cu C, punctul diametral opus | 
Jui ABC, se observă că AHBC, este un paralelogram deci AH? + BC? — BC? + Bo = 


= cc. 39. (ABC) LOM. 40. 2 tab + ab + (a + a)(b + d]. 48. Sfera este 
tangentă bazelor în centrele lor de greutate; 18 /3, 6R:V/3. 45. 1,0267 mb. 


46. a) Ra sin? 5 cost a; b) Anisin 2a; c) 60. 47. E e+va. = (e —V3h 


” (2 4 7V/3). 48. Sfera de diametru AB, fără A şi B. 53. Perechile de cercuri 


6 
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VBC”, VB'C'; VCA, VC'A' sint tan- 


circumscrise triunghiurilor VAB, VA 
gente, Din exerc. 52 rezultă că cele două sfere au acelaşi plan tangent in O. 


55. Ei (62 + e2), unde S= [ABC]. 56. a) 2/3: ») EI ma (5—2y/5); c) 5—2V/%. 
57. &rRR,. 58. Centrele sferelor sint virturile unui tetraedru regulat; h=r+ 


e 254 ră 59. Să se arate că se aplică formula (8) de la Cap. VII, 


he 
Li 
& 6 


Cap 


Cap 


Cap 


Cap. 


Cap. 
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Cuprins 


1. Suprateţe poligonale. Ari 
$ 1. Suprateţe poligonale 
$ 2. Mulţimi congruente și mulţimi asemenea. . 
$ a. Aria suprafețelor poligonale... 
$ a. 'Suprafeţe măsurabile. Aria discului 
Exerciţii recapitulative 


17. Aptieațiile trigonometriei în geometrie 
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. Rezolvarea triunghiurilor 
. Formule pentru aria triunghiului. 
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nm a caca 
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